Mathematische Methoden in der
Physik

Bonus Unterlagen : Aufgaben und Losungen

Hinweis : Diese Texte wurden mit Hilfe von WOLFRAM MATHEMATICA 12 (Wolfram
Research, Inc.) erstellt.

Viele in diesen Aufgaben gestellten Probleme kdnnen mit Mathematica direkt durch spezielle
Befehle (wie etwa Limit oder Series) gelost werden. Da es uns hier aber auf das entsprechende
Hintergrundwissen ankommt, werden wir meist ausfiihrlicher vorgehen und erst in spateren
Rechnungen oder zur Kontrolle diese Befehle verwenden.

Kapitel 1. Unendliche Reihen

1.1

Bestimmen Sie die Haufungspunkte der Folgen:

1 1 1 1
SR L
(by 1, 2, 1, , 1, 4, 1, ,
(c) 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, , 4,

i, 2, 3, , 5,

.o .2 . 3 4o

(dy o, s1n7, s1n7, swnT, swnT,

(e) 0, sinl, sin2, sin3, sin4, sin5,

Losungsweg
(a)

In jedem noch so kleinen Intervall um die Punkte 1 und 0 befinden sich beliebig viele
Folgenglieder:
(1) die Halfte alle Folgenglieder ist sogar gleich 1

(0) Zu einem gegebenen Intervall (-€,€) sei n=[1/€] (das groRte Ganze von 1/€); dann sind alle
weiteren geraden Folgenglieder ab 1/n sicher in diesem Intervall. Unabhangig davon, wie klein €
ist, sind das immer (abzahlbar) unendlich viele.

(d)
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n st
Das allgemeine Folgenglied ist a, =sin 7; dader Sinus periodischist, ist

n it

. . (n+14) 7t
s1n?:s1n7

-
Ebenso ist auch (wegen der Symmetrie der Sinusfunktion zu x=77/2)

sin® = sin,

Inf¢]:=

Outf]=

In[¢]:=

i . 6

sin —=sin —,
7

.27 . 5

sin — =sin —,
7 7

. 3 4

sin — =sin —,
7 7

. 8 . 137

sin — =sin ,
7 7

. 9 .12

sin — =s1n ,
7 7

. 10 11w

sin =sin

Genau das sind die Haufungspunkte, da jeweils ein Siebentel aller (unendlich vieler) Folgenglieder

gleich einem dieser Werten ist.

(e)
Die Folge a, =
sin n ist nicht periodisch. Wir wollen uns die ersten 100 Glieder graphisch veranschaulichen :

ListPlot[Table[Sin[n], {n, 0, 99}]]

1.0 . e . . e .« .

1.0} . o . * . . o

Wir wollen das Intervall [-1,1] in 50 Teile unterteilen, und dann die ersten 5000 Glieder der Folge ja

nach ihrem Wert im entsprechenden Intervall zahlen. So entsteht ein Histogramm, das wir nun
zeichnen.

Hist = Table[0, {i, 1, 50}]};
Do[(an = Sin[n]; i = Floor[(an+1) *25] +1;
Hist[[i]] = Hist[[i]]+1), {n, 1, 5000} ];
(Jeder Wert an wurde geeignet skaliert, um die Position im Histogramm zu bestimmen. Floor[x]
berechnet die groRte ganze Zahl von x.)



Infe]:=

Out[«]=
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BarChart[Hist]
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200 -

100
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In jedem Teilintervall kommen also zwar verschieden viele, aber doch im Vergleich zur Gesamtan-
zahl ein fester Anteil (ungleich 0) von Folgengliedern vor. Dieses Bild d@ndert sich nicht, wenn man
die Intervallteile kleiner und die betrachteten Zahl der Folgenglieder grofer macht. Damit sind
alle Punkte des Intervalls [-1,1] Haufungspunkte der Folge!

mn-1= ClearAl1["Global %"];

1.2

Untersuchen Sie die Folgen (b,) sowohl analytisch als auch mit Hilfe eines Computerprogramms
1
(a) bp =3-—,
n
5n
(b) bp = ——,
1-10n

n

1
(c) b, = [l + —
n

Losungsweg
(a)

1
bn =3-—

n

..ist eine harmonische Folge,allerdings mit negativem Vorzeichen und um den Wert 3 verschoben.
Man sieht sofort, dass sie genau einen Haufungspunkt, namlich 3, hat. Begriindung: Fiir jedes €
sind alle Glieder der Folge ab dem Glied mit ne=[1/€], also alle b, mit n>n¢, ndher als € vom Grenzw-

ert B=3 entfernt:
1

n>€e: |by-3|=—<nc=[1/€]
n

Wir zeichnen die ersten 100 Glieder der Folge:
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. 1
nj- ListPlot[Table[ 3- =, {n, 1, 100}]]
n

Outf+]= [ °

2.88

20 40 60 80 160
(c)
1
b, = (1 + _)n
n

Wir plotten die ersten 100 Glieder der Folge:

1\n
nj- ListPlot[Table| (1 + —) » {n, 1, 100}]]

n
2.70 f .........o"'.nuuuu.
o0
4 oot
o
...
l..

L ..-'
2.65F

F ..

Out[+]= S
| .
.

260

| .

.
n n n 1 n n n 1 n n n 1 n n n 1 n n n 1
oo, 20 40 60 80 100

Das geht uns zu langsam, deswegen plotten wir nun nur mehr jedes 10. Glied der ersten 1000

Glieder der Folge:
1 (10 n)
nj- ListPlot[Table| (1 + ) » {n, 1, 100}]]
10 n

2715+ ..._,................

2.710
Out[#]= t .'

2705 .

hd 1 s s s 1 s s s 1 s s s 1 s s s 1
20 40 60 80 100
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Die Folge scheint sich einem Wert nahe 2.71 anzunahern. Auch ist sie monoton steigend. Wenn wir
die Beschranktheit (von oben) beweisen, dann existiert ein Grenzwert, namlich die kleinste obere
Schranke.

Es handelt sich um einen klassischen Beweis. Wir zeigen zuerst die Monotonie. Sicher gilt

b, < by,wegen

1 \n 1 2n
[l+— <(l+—
n 2n
1 1 \n
= (l+—+
n  4n2

Nun beweisen wir die Existenz einer oberen Schranke.

1,\n 1 1
1+ — :l+[n]—+(n)—
n 1) n 2) n2
W=
+ T e e e
3) n3
n-1 n-1) (n-2
:l+l+( )+( ) ( )
2n 6 n?
1
<l+1l+ —+ —
2! 3!
und daher gilt
no1 n 1
bn<l+Zk_,<l+sz,l
kel k=1
1—21—" 1
=1+ < 1+ =3
1-2 1-3%

Die letzte Ungleichung kann man leicht nachpriifen: Ab k=1 ist k! immer groRer oder gleich als 2¥,
Damit ist die Folge nach oben beschrankt.

Zur Bestimmung des Grenzwertes kann man (im Vorgriff zur Differenzialrechnung) wie folgt
argumentieren.

(Dasicher 1< b,(x) <b, gilt, gelten alle unseren bisherigen Ergebnisse auch fiir b,(x).) Wir nennen
den Grenzwert

B (x) = lim b, (x).

N—co

dB (x) . X \n11
=1lim n ( 1+ — ) —
dx n-e n n
X \ n-1
_ 1im 1.+_)
n-coo n
. X n . X
=1lim | 1 +4—) Tim (l +4—)
Nn—co n N—co n
=B(x).

Die einzige (nichtverschwindende) Funktion, deren Ableitung sich selbst reproduziert, und deren
Wert B(0)=1 ist, ist die Exponentialfunktion €* zur Basis e=2.71828... Es ist also

l n
Hm(l+—)=B=e

nN—o0 n

Wie verhalt sich die Folge? Hier ein Plot
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In[*]:=

Plot[(1+1/n)*n, {n, 1, 160}]

270

268

2,66

264}
Outf#]= §

262}

260

258}

;‘“20‘“40“‘60“‘80“‘100

Was liefert Mathematica fiir diese Aufgabe? Wir finden
)= Limit[(1+1/n)An, n -> Infinity]
Outf+]= €

Hier noch etwas genauer:
Infe]:= N[E, 40]
ouf]= 2.718281828459045235360287471352662497757
mn-1= ClearAl1["Global %"];

1.5
Berechnen Sie folgende Grenzwerte:
. n-1
(a) Llim
e n+ 1
. 2nmr-n*+5
(b) lim

e 58 4+2n-1
a"(n+1) (n-1)

(c) lim y , a>1
. 2nr-n

(dy Tim ———
n-0 5!’13721’1
-1

(e) Tlim

n—o n2 + en

Losungsweg

(a)

. h-1
Tim
N> 41

Wir berechnen diese erste Aufgabe etwas ausfihrlicher:

. h-1 . 1-1/n
Tim = lim ———
N>y 1 neeo 1 4+1/n
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limpel-1/n 1

= = —=1.
Timpye1+1/n 1
Wir haben dabei (1.11) verwendet.
(c)
a"(n+1 n-1

Tim ( ) ), a>1

n-e 3 n?

.oa"(n+1) (n-1)

Tim

n—coo 3n2

1+1/n) (1-1/n
= (l'ima*”) [l'im ( ) ¢ )
n-o N—-co 3

1
=—1lima”"=0 fira>1.

3 n-o
(d)

. 2nr-n
1im —

0 5n3-2n
Es gilt

. 2nr-n oo2n-1 1
1Tim ————— =1lim — = —

n0 5p3_2n nO 5p2_2 2,
(f)

o 1
i T2 )

Wir schreiben dieses Produkt an:

n1 k-l
ll(l'EEV-LI 2 )
(k-1)(k+1)

3 24 35  (n-2)n  (n-1).(n+1)

22 33 44 (n-1).(n-1) n.n

Damit ist also

n 1 n+1 1
lim ||(1——):lim ( ):—
n—co 4 k2 n—co 2n 2.

mn-1= ClearAl1["Global %"];

1.6

Beweisen Sie, dass
(a) Lim ~/n =1

n—-coo
und

(by lim Va =1 fira > 0.

n—-o
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Losungsweg
(a)

Wir zeigen zuerst, dass diese (positive) Folge
ap = ni/n

fir n>e monoton fallt, und dann, dass sie durch 1 von unten beschrankt ist.
Wir fragen also: Ist

(n+l)l/(n+l) < nl/n ?

Die n(n+1)-te Potenz ergibt

(n+1)" < n™t o

1\n
(l+— < n
n

Die linke Seite nahert sich asymptotisch (von unten) der Zahl e=2.71... und ist daher sicher kleiner
als 3. Damit ist ab n=3 die Ungleichung und somit die Monotonie der Folge a, erfiillt. Auch ist
sicher a>1 (leicht zu sehen, nehmen Sie die n-te Potenz!). Damit existiert ein Grenzwert A.

Wir zeigen nun, dass dieser Grenzwert gleich A=1 ist. Dazu betrachten wir die (unendliche) Teil-
folge (a2 n) , die natiirlich denselben Grenzwert A hat. Es gilt also

A=T1im ay, = 1im (2n)/2m

N—oo N—oo
= lim 2/2n) 1im nt/2n)
N—o N—o
= Lim +/n/" = [1im aj,
N—oo N—co
=vA

Damit muss aber A=1 sein!

Man konnte - wenn man eine gewisse Vorkenntnis voraussetzt (siehe (1.49))- auch einfach den
Grenzwert des Logarithmus von +/ n untersuchen:

Logn
& =0.

lim Logx”/?= lim
n—oo n—oo n

Das ergibt sich eben aus der Kenntnis, dass der Logarithmus langsame als jede positive Potenz
wachst. Daraus ergibt sich

Tim \”/7 = exp (lnlg] Logx"/?)

N—co

=exp (0) =1.
(b)
Wir betrachten den Limes des Logarithmusvon +/ a:
Loga
lim g =0
n—>oco0 n

und daherist
Log a
Tim g

N-co

exp =exp (0) =1



wie man zeigen sollte.

;- ClearAll["Global %"];

1.9

Uberrpriifen Sie die Konvergenz der folgenden Reihen:

(a)

) n2
on
3n
22 n
o

n=1

g I

3
1
=

5N ((n+1)1)2

Ms

(2n)!

=]
1
=

MS
=
S| S
Q| .-
3

n-1
— n-1
n:Zl (nN+2) (n+3)
@ (~1)n

S (-1)™n

n:Zz n-1

>
,[‘L\/‘IS
=
=]
>
N

I
B

78
9
jr\) 3.
-]

3
1
=

MS
w

—

=

>

=]
1
=

e
" s

=]
1
=

>
éMS
=)
)
+
-

3
1l
N

Losungsweg

R

>
1
=

|

N
>

mz(%_nfl)'
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Quotientenkriterium:

| @ns1 (n+1) 2" 1 1)2
On = = — = — |1+ —
an 2+l pn2 2 n

1
o=1im p, = 5 <1 - konvergent

N—co

(b)
3I’1

Zzzn

n=0

Wurzelkriterium:

Ans1 1/n 3N
oo [ 122])7 - |5

i/n 3

3
o=1lim p, = Z <1 - konvergent
N—co

(c)
2n

Z (n+1)!

n=1
Quotientenkriterium:

| Bns 21 (n+1) !
Pn = =
an (n+2)! 2N

2 (n+1)! 2

(N+2) (n+1)! n+2

o=1im p, = Lim

N—-o n-o N 4 2

=0 - konvergent
(d)

)

n=1

5" ((n+1)1!)2
(2n)!

Quotientenkriterium:

|an+l
Pn =
an
5™ ((n+2)1)2 (2n)!
- (2n+2) ! 50 ((n+1)1)2

5(n+2)2 (2n)!
(2Nn+2) (2n+1) (2n)!
5(n+2)2
(2n+2) (2n+1)

. . 5(n+2)?
o=1im p, = Lim
n-e noe (2n+2) (2n+1)

= 2 >1 - divergent
(e)
n!

Z 100

n=1
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Quotientenkriterium:

| @ns1 (n+1)! 100"
Pn = =
an 100n+1 n!
n+1
100
n+1

o=1lim py = 1im

- o - divergent
N—-o N—-co 100

Das ist ein Beispiel dafiir, wie man sich tduschen kann, wenn man nur die ersten Terme einer Reihe
ansieht:

0.01+0.0002+0.000006+0.00000024 ...

Das sieht "recht konvergent" aus, erst bei den héheren Termen gewinnt schlieSlich n!im Zahler
und die Reihe divergiert sogar termweise! Es ist also nicht einmal die notwendige Bedingung fiir
Konvergenz (Nullfolge) erfiillt!

(f)
1

joe] n_
Z (N+2) (n+3)

n=1

Die Glieder der Reihe haben das asymptotische Verhalten 1/n, wie die harmonische Reihe. Wir
erwarten daher Divergenz. Wenn man hier nach dem Quotienten- oder Wurzelkriterium p berech-
net, erhdlt man 1, also keine Entscheidung. Der Vergleich mit der (divergenten), um k verschobenen
harmonischen Reihe

1

b, =
" n+k

zeigt:

1
an >

n+k
n-1 1
>
(N+2) (n+3) n+k
n(k-6) >6+k
k+6
k-6

Fir k=7 und n>13 ist die Reihe termweise grofier als die harmonische Reihe!

n >

Wir plotten die Werte der Reihenglieder a,, als auch die der verschobenen harmonischen Reihe by, :
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n-1

= PA = L'istP'I.ot[Tab'Le[ ( ) ( )
n+2 n+3

, {n, 1, 30}], DisplayFunction -> Identity];

1
PB = ListPlot[Table[———, {n, 1, 30}],
(n+7)

Joined -> True, DisplayFunction -> Ident'ity] H
Show[PA, PB, DisplayFunction -> $DisplayFunction]
0.07 °
0.06 o
005F o
0.04

Out[#]=
0.03

0.02

0.01

B S T S I S ST S S S S S S S ST S S S S S A ST SO SO S |

5 10 15 20 25 30

= Show[PA, PB, PlotRange -> {{10, 20}, {0.04, 0.06}},
DisplayFunction -> $DisplayFunction]

Out[+]=

Die Reihe majorisiert die harmonische Reihe und ist also sicher divergent.

(g)
“Z (-1)"
n=1 n2

Quotientenkriterium:

Pn =

2
‘aml ‘ n
an (n+1)2

o=1im p, =1 - unentschieden!

Damit (oder mit dem Wurzelkriterium) klappt die Untersuchung also nicht. Aber: die Reihe ist
alternierend und im Betrag monoton fallend, daher bedingt konvergent (Leibniz-Kriterium).

(h)
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i (-1)"n
W= n-1
Keine Nullfolge, daher divergent!
(i)
‘i 1
5 (Inn)?2
Hier greift das Vergleichskriterium.
Es gilt (wie man leicht tGberpriifen kann):
1 1

> —

Log[n]? n

da die harmonische Reihe aber divergiert, gilt das auch fir die untersuchte Reihe!

(j
® 1
2

Hier versuchen wir es mit dem Integraltest.

Infe]= Integrate[ R n]

n

outf+]= 2 \/F
Dieser Ausdruck divergiert flir n>oo und daher ist die Reihe divergent.

(k)

n=1
Die Betrdgewerden durch 1/n? majorisiert, daher konvergiert diese Reihe sicher!.
()

2 1

i 31n n

Es gilt

3logln] _ plog[3] Log(n] _ pLlog(3]

die Reihe kann also auch in der Form

> 1
Z (ln3=1.09861...)
nln3

geschrieben werden. Nach den Integralkriterium sind Reihen der Form
1
Pi

n=1

fiir a>1 konvergent, daher auch diese Reihe.
(m)

2 n
2 om

n=1
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Quotientenkriterium, siehe Aufgabe (a): konvergent

(n)
&2+ (-L)n
n:ZO nz+7

Die Terme dieser Reihe sind positiv und im Betrag kleiner als
2+ (-1)" 3

w7 m
Da die Vergleichsreihe konvergiert, gilt das auch fiir die untersuchte!

(o)

jiJ 1 1 ]

= \n n-1

Die Terme der Reihe haben die Form
1 1 -1

an = — - =
n n-1 n(n-1)

fallen also quadratisch ab. Die Reihe ist (Integraltest) konvergent.Man kann die Summe finden,
indem man die Reihe anschreibt:

NN

Man erkennt, dass sich aufeinander folgende Terme aufheben (1/2 gegen -1/2, 1/3 gegen -1/3 und

2

so weiter). Die Partialsumme der ersten k-1 Terme ergibt daher
k

2

n=2

1 1 1
L ]:,hf
n n-1 k

und konvergiert daher fiir ko0 gegen die Summe -1.

1= ClearAl1["Global %"];

1.10

Die Kochsche Schneeflocke ist ein Beispiel fiir eine fraktale Kurve. Konstruktionsvorschrift: Das
Anfangsobjekt ist ein gleichseitiges Dreieck (Seitenlange a). Man drittle jede Dreieckseite und
konstruiere liber dem mittleren Drittel ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seitenlange ein Drittel
der urspriinglichen Seitenlange ist. Man wiederhole diesen Vorgang immer wieder.

Berechnen Sie den Umfang und die eingeschriebene Flache der Kochschen Kurve.

Losungsweg

Die Kochkurve hat ihren Reiz. Wir beginnen daher mit einer kurzen Diskussion, wie man zur graphis-
chen Darstellung kommt.

Wir definieren dazu ein iterativ aufrufendes Programm Fline[a,b,n], welches zwei Punkte aund b
(in der Ebene: zwei-komponentige Vektoren, in Mathematica als Table mit zwei Eintragen
dargestellt) entweder

- wenn die Iterationstiefe schon erreicht ist (n=0) durch eine Strecke (Line[{a,b}]) verbindet, oder

- wenn n<0, also die Iterationstiefe noch nicht erreicht ist, statt dessen vier neue Fline-Komman-
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dos aufsetzt, jeweils fiir die vier Teilstrecken (siehe unten).

- Fline[a_, b_, n_] := Block[{d, aa, bb, cc},

(d=N[b-a];
cc=N[(a+b)/2+N[Sqrt[3] /6] {-d[[2]],d[[1]1}];
aa=N[(2a + b) /3];

bb=N[(a+2b)/3];
If[n==0, Line[{a, b}], {Fline[a, aa, n+1],
Fline[aa, cc, n+ 1], Fline[cc, bb, n+1], Fline[bb, b, n+1]}1)];

Wir demonstrieren zuerst die Funktionsweise. Dazu rufen wir auf:
m- Fline[{0, 0}, {1, 0}, -1]

our - {Line[{{0, 0}, {0.333333, 0.}}], Line[{{0.333333, 0.}, {0.5, 0.288675}}],
Line[{{0.5, 0.288675}, {0.666667, 0.}}], Line[{{0.666667, 0.}, {1, 0}}]}

Die Strecke von (0,0) nach (1,0) wurde also durch folgende Strecken ersetzt:

= Show[Graphics[Fline[{0, 0}, {1, 0}, -111],
PlotRange -> {{-0.1, 1.1}, {-0.1, 0.4}}, AspectRatio -> 0.5]

Out[«]=
Nun wollen wir drei Punkte eines gleichseitigen Dreiecks statt mit Strecken mit solcher Art
iterierten (Iterationstiefe -3) Streckenziigen ersetzen.
n- LLa = Fline[{®, 0}, {0.5, N[Sqrt[3] /2]}, -3];
LLb = Fline[{0.5, N[Sqrt[3] /2]}, {1, 0}, -3];
LLc = Fline[{1, 0}, {0, 0}, -3]};



16 | All_secl.nb

Infe]:=

Out[«]=

Show[Graphics[Flatten[{LLa, LLb, LLc}]],
PlotRange -> {{-0.1, 1.1}, {-0.3, 0.9}}, AspectRatio -> 1]

Wenn wir n=-oo nehmen, dann beschriebe dies die Kochkurve - ein Fraktal. In der Praxis schafft das
unsere Computer nicht, da dann ja auch unendlich viele Teilstrecken zu berechnen (und zwischen-
zuspeichern) waren!. (Bis zur Iterationstiefe n=-5 sollte es aber klappen.)

Wir suchen den Umfang und die Flache dieses Objekts.
Das urspriingliche Dreieck habe die Seitenldnge so =a, also den Umfang Uy=3a.
Wir bezeichnen die Zahl der Strecken und deren Lange nachdemn -
ten Iterationsschritt mitk, und s,,.
In jedem Iterationsschritt wird die Seite s, durch vier neue Strecken der Lange
Sh=5n.1/3 = s,=a3™"
ersetzt. Die Zahl der Strecken wird mit einem Faktor 4 multipliziert:
kn =3.4"

Der Umfang wachst also um den Faktor 4/3. Nach n Schritten hat er den Wert
4\n

o §
3

Dieser Ausdruck divergiert flir n>oo.

Die Flache des Ausgangsdreiecks ist

AO :az 73
4.

Bei jedem Iterationsschritt kommt ein Beitrag

i )

An=Kn1Sp2 —— =3.4"15232n
4 4
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3+/3 a2

16

_ a2 4n—2 32—2n N/ —

4\n
;)
hinzu (entsprechend k,.; Dreiecken). Die Summe ist daher
3+/3 a2 2 (4)\n
e 25

Gesamtflache = Ag +
n=1

Die Summe ist eine geometrische Reihe (ohne den Term n=0). Der Faktor ist kleiner als 1, damit
konvergiert die Reihe und hat den Wert

i 4)n 1 4
9) 1.4 T s
n=1 1 9
Daher gilt
V3 3V3 4
n-= Gesamtflache = a2 + a’ -
4 16 5

Out[]=

2+/3 a2
5

Die Flache ist also endlich.

m-1= ClearAl1["Global %"];

1.11

Berechnen Sie die ersten drei Glieder der MacLaurin-Reihe der Funktionen:
1+x

(a) >
1-

(b) (sinx)? ,

1

(c) coshx = 5 (e*+e™)

Losungsweg

Das allgemeine Glied der MacLaurin-Reihe(=Taylorreihe um x=0) hat die Form
Xn

ap = — -f-'(”) (0)
n!

wobei f™ (0) die n - te Ableitung,
berechnet an der Stelle x =0 ist. Also aufpassen : zuerst ableiten,
dann x=0setzten, nicht umgekehrt!

(a)

Die ersten drei Ableitungen der Funktion sind:

mep= F1=D[(1+X) / (1-X), {x, 1}]
1 1+X

+

1-x (l-x)2

Outf#]=
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Infe]:=

Out[«]=

In[«]:=

Outf+]=

Inf[e]:=

Out[#]=

Inf¢]:=

Out[]=

f2=D[(1+x)/ (1-X), {X, 2}]
2 2 (1+x)

+

(1-x)2  (1-x)3

f3=D[(1+x)/ (1-x), {X, 3}]

6 6 (1+x)
+

(1-x)%  (1-x)*

Bei x=0 haben sie den Wert

f3/. x->0
12

Es ist fO=f(0)=1 und damit lauten die ersten Koeffizienten:
ap =1,

a; = 2,

ay=4/21=2,

az=12/31=2,

Die MacLaurin Reihe lautet also

1+2x +2x%2+2x3....

(Nur die ersten drei Terme waren gefragt.)

Alternativer Weg:

Die Reihe fiir 1/(1-x) lautet
1
1-x

=1+ Xx+X2+ ...

Wenn wir diesen Ausdruck mit (1+x) multiplizieren, bekommen wir

1+X
= (l+x>+(x+x2) + (X2+X3>+
1-x
=1+2X + 2%X%+...
wie oben!

Das Differenzieren ist so automatisierbar, dass Mathematica ein Standardpaket zur Berechnung
von Taylorreihen hat. Damit erhalten wir in diesem Beispiel ebenfalls das gesuchte Ergebnis, hier
die ersten 10 Terme der Reihe:

1+x

1-x

1+2x+2x2+2x3+2x%+2x%+2x8+2x"+2x8+2x%2+0([x)1®

(b)

Im Beispiel (a) haben wir schon verschiedene Methoden zur Reihenberechnung diskutiert. Wir

Series| » {X, 0, 9}]
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verwenden hier daher nur mehr das Mathematica-Paket Series.

n- Series[Sin [x]1%, {x, 0, 6}]

x* 2 x5
outfe]= X< - — +
3 45

+0[x]7

(c)
Im Beispiel (a) haben wir schon verschiedene Methoden zur Reihenberechnung diskutiert. Wir
verwenden hier daher nur mehr das Mathematica-Paket Series.
- Series[Cosh [x], {Xx, 0, 4}]
x2 x4

ouj= 1+ —+ —+0[x]°>
2 24

mn-1= ClearAl1["Global *"];

1.13
Zeigen Sie, dass sich die Reihenentwicklungen der Funktionen

1+x
und e~

1-x

um den Punkt x=0 erst ab einer hdheren Ordnung in x unterscheiden. Berechnen Sie die Differenz
der beiden Funktionen fiir x=0.001 und x=0.1 sowohl mit Hilfe der Reihenentwicklung als auch auf
dem Taschenrechner durch Subtraktion der Funktionswerte.

Losungsweg
1+X

me= FIX_1 = 5
1-x

m1= gLX_1 = EXp[X];

1= Reihef = Series[f[x], {x, 0, 4}]

x2 x3 3x*
oufrj= L+ X+ —+ — +

2 2 8

+0[x]°

- Reiheg = Series[g[x], {X, 0, 4}]

x2  x3 x4
oufl= L +X+ —+ —+ — +0[X]
2 6 24

5

Ein Unterschied tritt also erst ab dem vierten Term auf!

Auf dem Taschenrechner (8 Stellen Genauigkeit) erhalten wir bei x=0.001:

In[*]:= N[f[0.00l] 9 8]
ou- )= 1.001

In[e]:= N[g[0.00l] P 8]
ou-]= 1.001

Die beiden Funktionswerte sind also (auf 8 Stellen genau) ununterscheidbar. Die Differenz der
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Inf¢]:=

Out[*]=

In[¢]:=

Out[«]=

In[«]:=

Outf+]=

In[#]:=

Outf+]=

Inf[¢]:=

Out[«]=

Inf¢]:=

Reihen ist

Diff = Reihef - Reiheg

x3  x*
—+ — +0[X]
3 3

5

und bei x=0.001 ergibt das

x3 x4
—+= /.

3 3
3.33667 x10°1°

X ->0.001

Wir hatten die Funktionen also zumindest bis zur 10. Stelle (nach dem Komma) genau berechnen
muissen, um diesen Unterschied feststellen zu konnen. Die Reihe war hier praziser!

Bei x=0.1 ergeben analoge Rechnungen
N[f[0.1], 8]

1.10554

N[g[0.1], 8]

1.10517

Die Differenz ist 1.1055416-1.1051709=0.0003707.
Die Differenz der Reihen ist bei x=0.1:

x3 x4

—+— /.

3 3
0.000366667

X ->0.1

Hier ist der Taschenrechner genauer, da der Fehler der
nicht beriicksichtigten Reihenteile (das Restglied) O (x°) ist.

ClearAll["Global *"];

1.14

Berechnen Sie das Konvergenzintervall der folgenden Reihen:

@

(@) )

n=1

n x"
2[’1




(8) ), —
Losungsweg
Xn

Z 2n

n=1

S5

Quotientenkriterium:

| @p.1 (n+1) xnet o 2n
Pn = ‘ = ’
an 2n+1 n2 xN
| X | 1)2
= 1+ —
2 n
. | X |
o= L1im p, = <1
N—co

- konvergent flir | x| <2.

Rand: x=%+2 = a,=(x1)" ndiver
Konvergenzbereich: -2<x<2

(b)

o3} xn
Z n?+1

n=1

Quotientenkriterium:

gent.

| @n.1 xn+t n?+1
Pn = ‘:‘
an n2+2n+2 x"
nZ+1
R o
n2+2n+2

o=Llimpn= | x| <1

N—-o

- konvergent fir | x| <1

+1)N

Rand: x=%1 - a,=
n“+1

Konvergenzbereich: -1 <x < 1.

(c)

>

n=1

n

X
n

Quotientenkriterium:

ist ebenfalls konvergent.

| @ns1 (n+1) ! x"t N
Pn = ‘:’
an (n+ 1)1 nixn
(n+1) n! n"
= | x]
(n+1) (n+1)"n!
1
= | x|

(1+3)"
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. | X |
Tim

o=1lim p, = ‘x
n-co N-c <l+£>n e
n

- konvergent flir | x| <e

| an
nn.e

nn

Rand: x=%e - an=(1) konvergent oder divergent?

Spatestens hier brauchen wir das asymptotische Verhalten von n!, wie es zum Beispiel durch die
Stirlingsche Formel gegeben ist:

m(1+o(i

n

nyn

e

n! ~

Damit ist asymptotisch

lan = o V2 (1 + 0(2)
nn

n

also keine Nullfolge. Daher konvergiert die Reihe an den beiden Randern nicht.
Der Konvergenzbereich ist damit: -e<x<e.

Auch mit dem Wurzelkriterium hatte man diesen Fall behandeln konnen:
X

n

n
Dn:(|an\)l/n:‘n! ‘l/n

— ‘ i ‘ (n 1 ) 1/n
n
Mit Hilfe der Stirlingschen Formel ergibt sich

N—-co

p=Tlim ‘FX‘ (nyyt/m

. X n 1
= 1im ‘—‘ —] (Znn)l/“(l+0 —)
N—oo n e n
X
= [ <
Weiter verlauft die Diskussion wie oben.
(d)
i (nx)"
n=1 n!
Mit dem Quotientenkriterium ergibt sich
an.1 (n+1)n+l xn+l oy
o= | 20| R
n !
X n+1)" 1y\n
= —| | ( ) = ‘ X ’ 1+ —
nn n
. . 1
p:hmpn:‘x‘hm 1+—| =|x]| e
N—oo N—oo n

Daher ist die Reihe zumindest fiir |x|<1/e sicher konvergent.
Rand: x=%1/e

Der Vergleich zur Aufgabe (c) zeigt, dass die Reihenglieder am Rand nun eine Nullfolge bilden, mit
(+nx)" 1

n! 27N
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Fir x=-1/e folgt nach dem Leibniz-Kriterium daher bedingte Konvergenz, fiir x=1/e ist die Reihe

divergent.
Konvergenzbereich: -1/e <x<1/e

(e)

(-1 (x-1)"

Zl 2" (3n-1)

n=1

Mit dem Quotientenkriterium ergibt sich

Ani1
pn:‘ ‘
an
(-1)™1 (x-1)™t 2" (3n-1)
- | 20+l (34 2) (-1)" (x - 1)"
[ x-1] 3n-1
- 2 3n+2
. |x-1| . 3n-1
o= L1lim p, = Tim =
N—co 2 n9m3n+2

Daher ist die Reihe zumindest fiir x-1| <2 oder, anders geschrieben, -1 <x < 3 sicher konvergent.

Rand: x=-1

2" (3n-1) (3n-1)

Das ist vom Typ her eine harmonische Reihe und daher divergent.

Rand: x=3
(-1)n2n (-1)"

an = =
2" (3n-1) (3n-1)

Das ist vom Typ her eine alternierend harmonische Reihe und daher bedingt konvergent.

Konvergenzbereich daher: -1 <x<3

()
— <2 " COZHX ) n

Wurzelkriterium:
on= (] an ‘)1/n =

- n2/n

COSs nx
2+ ==
(2475

Nun ist wegen -1< cos nx <1 sicher

n2/n n2/n
RS E
und es gilt

n2/n

= [Lim nt/")” Lim

N-o N—-co ‘

o = lim

N—co ‘

N w

[y

N w
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2
3

Daher ist auch p< §<1 ; das Konvergenzgebiet umfasst alle xeR.

2
= 1lim ‘—‘:
3

N—co

(g)
i (2x)?
n=0 3"

Quotientenkriterium:

An+1 (2 X>2 3n
Pn = ‘ an ‘ - ‘ 3n+l (2 X)2
I
3

Daher ist die Reihe fiir beliebige x konvergent
(Konvergenzgebiet: xeR)!

Man hatte das auch daran gesehen, dass
(2x)?

[ee] @ l
Z - :<2x)22—n:4x24:6x2.
L4003 443 1-1/3

mn-1= ClearAl1["Global %"];

1.15

Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke mit Hilfe der entsprechenden Potenzreihe auf drei Stellen

genau:

(a) e (=¢e),

b 1

® Ter”
(c) 1no©.99,
(dy 1n3.
Losungsweg

(a)

Die Reihe fiir e* lautet :
oo Xn

e N!

Bei x=1sind die ersten Terme dieser Reihe (jeweils auf 5 signifikante Stellen genau):

m-J= Do[Print["a_", n, " = 1/",n, "1 =",
N[1/n!, 5]], {n, O, 8}]



Inf¢]:=

Inf¢]:=

a_0 = 1/0! = 1.0000

a_l= 1/1! = 1.0000

a_2 = 1/2! = 0.50000

a_3 = 1/3! = 0.16667

a_4 = 1/4! = 0.041667

a5 = 1/5! = 0.0083333

a6 = 1/6! - 0.0013889

a_7 = 1/7! = 0.00019841

a_8 = 1/8! = 0.000024802

Die Reihe konvergiert also langsam. Die Partialsummen sind:

P[O] = 1;

Do[P[n] =P[n-1] + i' > {n, 1, 8}]
nl!

Do[Print["S_", n," = ", N[P[n], 5]], {n, 1, 8}]
S_1 = 2.0000
S_2 = 2.5000
S_3 = 2.6667
S 4 = 2.7083
S_5 = 2.7167
S_ 6 = 2.7181
S 7 =2.7183

S 8 = 2.7183

(b)
Dazu betrachtet man die ersten Terme der Reihe fiir
1

1-x ) ix”

n=0

an der Stelle x=-0.01 (1-x=1.01):

1-0.01+ (-0.01)2+ (-0.01)3+ ... =1-0.01+0.0001+...

und dies ist bereits auf 4 Stellen genau!

(c)
Es ist die Reihe fiir

angewandt bei x=0.01 ergeben die ersten Terme

0.0001
-0.01+ e =-0.00995...
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=0.9901 +...

Der erste nicht berucksichtigte Term lautet -0.000001/3=0.000000333.. und schatzt gleichzeitig den
maximalen Fehler ab, da es sich um eine alternierende Reihe handelt. Da Ergebnis ist also auf 6

Stellen genau!
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(d)
Wir erkennen

3E 3
Log[3] = Log{?} = Log[E] +Log[E]

=l

1+Log[i} :1+Log[l +

3-E
l+—Log[l o }
und verwenden die Entwicklung des natiirlichen Logarithmus wie in Aufgabe (c) fir
3-E
-X = ? =0.103638...

Die ersten Terme lauten

(-0.103638)2
1-|(-0.103638) +
2
(-0.103638)3 (-0.103638)4
+ + + e 6o
3 3

und die Folge der entsprechenden Teilsummen ist (auf 4 Stellen gerundet)
1.1036, 1.0983, 1.0986..., 1.0986...
(Der exakte Wert ist librigens 1.0986122..)

;= ClearAll["Global %"];

1.16
Verwenden Sie MacLaurin-Reihen, um folgende Grenzwerte zu berechnen:
tan x
(a) lim s
X->0 X
. (sin x)?2
(by 1im —m —
X->0 X
~ 1n(1+x)
(c) lim
X—0 X .
Losungsweg
(a)
tan x
Tim
X-=0 X

Die ersten Terme der MacLaurin Reihe fiir Tan[x] sind

n-1= Series[Tan[x], {x, 0, 3}]
%3
ou]- X+ — +0[x]*%
3
Daher ist
Tan[x] x?2

= 1+ — +0[x]3
X 3



Inf]:=

Out[*]=

Inf]:=

und der gesuchte Grenzwert ist also 1.

(b)

3 2
Lim (s1n Xx)
X—-0 X

Die Reihe fiir Sin[x] hat die Form

Sin[x] = x - 0[x]3

- (Sin[x])?% = x?> - 0[x]*
(Sin[x])?2

5> ———" = x-0[x]3
X

Der Grenzwert ist damit

sin x)2
Tim {sinx)” =lim (x - 0[x]3) = 0.
X—0 X X—0
(c)
oo n (1+x)
1Tim ———
X—=0 X

Die MacLaurin Reihe fur die Funktion im Zahler lautet:

Series[Log[l+x], {x, 0, 2}]

X2

x-—+0[x]3

2
und daher

Log[1l 0 3
1im M:Hm &:1_
X-0 X X-0 X

ClearAll["Global *"];

1.17

Berechnen Sie die Grenzwerte:

. lnx
(a) Lim

X->1 1-Xx

. tanx-x
(b) lim -

x>0 x - sin x

sin x

) vip =

(d) Lim (+/x (x+a) -x )

X—=00

. X sinx
(e) Lim ———
X=>7TT X —JT

(f) Lim x" e

X—>00

(g) Lim x (Inx)"™ , (neN)

X-0

(h) Tim

sin x 1/ (1-cos x)
X—-0

X

(1) Eign (cos x) /¥
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. . COS X
(3) Uim

X—oo X

o n (2-x)
(k) tim ———

X-=1 1-Xx

o 1In (1-x) +x2
(1) Tim
x>l Tn (1-x2) +eX

Losungsweg

Die Aufgaben (bis auf eine Ausnahme) sind unbestimmte Formen und werden daher meist am
einfachsten nach der Regel von de 'Hospital berechnet.
Fallweise zeichnen wir auch den Funktionsverlauf.

(a)
Die Funktion verlauft folgend:

Log[x]

np= Plot| s> {X, 0.9, 1.1}]

1-Xx

-0.96

-0.98

outfe]=
-1.02+

-1.04 -

1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1

0.95 1.00 1.05 1.10

Allerdings ist sie bei x=0 eigentlich nicht definiert:
Log[x]

nfo]= ——— [+« X =>1
1-x

1
- Power: Infinite expression — encountered.
0

- Infinity: Indeterminate expression 0 ComplexInfinity encountered.

our-- Indeterminate

Wohl aber existiert der Grenzwert:

[Log[x]
1-x

m= Limit y X => 1]

outfej= =1

Wir berechnen diese mit der Regel von de I'Hospital:

n-= Zahler = D[Log[x], X]

1
Out[*]= —
X
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n-1= Nenner =D[1 - x, X]

outfej= =1
Da sowohl Zahler als auch Nenner bei x=1 endlich und ungleich 0 sind, existiert der Quotient und
damit der Grenzwert:

n-- Grenzwert = (Zéhler/Nenner) /e x=->1

oufe]= =1

(b)

Tan[ x] - x

n1= Plot| {x, -0.1, 0.1}]

X -Sin[x] ’

— T

T

2.008

T

T

2.006

L

Out[*]=
2.004

T

L

2.002

T

T

Il L L L L Il L L L L L L Il L L L L Il

-0.10 -0.05 L 0.05 0.10

Bei x=0 ist das eine 0/0 Form und die Funktion ist durch den Grenzwert gegeben:
n-= Zahler = D[Tan[ x] - x, Xx]
oui-j- -1+ Sec[x]?
1= Nenner = D[X - Sin[x], X]
ouf-l= 1 - Cos [X]
Beide Ausdriicke verschwinden bei x=0, wir miissen noch einmal ableiten:
n-= Zahler = D[Zahler, x]
our-- 2 Sec[x]2 Tan[x]
n-]= Nenner = D[Nenner, x]
ou-j= Sin[X]
Wieder verschwinden beide Ausdriicke bei x=0, wir miissen ein 3. Mal ableiten:
- Zahler = D[Zahler, x]
oui-j- 2 Sec[x]*+4 Sec[x]? Tan[x]?
n-= Nenner = D[Nenner, x]

ouf-1= COS [X]

Das Ergebnis lautet:
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Infe]= Zéhler/Nenner /e X->0

outfe]= 2
(c)
. sinx
Tim
X—=0 X

ist ein klassischer Fall. Man berechnet entweder nach der Regel von de I'Hospital:

. sinx . cos X
o= Lim =Tim =1
X—0 X X—=0 1

oder durch Potenzreihendarstellung:

_ sinx o x+0 (x3)
mp= Lim =1lim —— =1
X—0 X X—-0 X

oder, oder, oder...

(d)

Das ist eine co/oo Form. Mit y=1/x wird es eine 0/0 Form:

. . Vl1+ay -1
mep= Lim A/x (x+a) -x - 1im ——M——
X y-0 y

l+a -1
InfeJ:= L'im'it[—y, y -> 0]
y
a
Outf«]= —
(e)
. X sinx
1im ——
X—=>7T X — 7T

ist eine 0/0 Form, da ja sin 77=0 ist.
npp= Limit[x Sin[x1 / (x - Pi), x -> Pi]

Out[«]= =TT

(Potenzreihenentwicklung um x=1Toder Regel von de ['Hospital.)

()

...ist eine 0.co oder co/oo Form.

Wir schreiben
Zahler = x", Nenner = E*

und miissen n-mal ableiten, bis der Zahler konstant wird. Der Nenner bleibt gleich und der Grenzw-
ert ist daher 0. (Siehe auch (1.48): Die Exponentialfunktion wachst schneller als jede beliebige
Potenz.)).

Wir hatten auch den Logarithmus von x" E™* untersuchen kénnen :
Log[x"E™*] =nlLog[Xx] -X - -
(g)
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Tim x (Inx)" , (neN)

xX-0
(o0}
Das istein®. o« Form, diewir ineine — Formumwandeln und nach
(e0)
de 1' Hospital weiterbehandeln :
. . (nx)n
Tim x (Inx)" = 1im ——
xX-0 xX-0 1
X
= (lnx)nt (lnx)n-?
=-ntim———= -nlim ——
X-0 1 X-0 1
x? X

= -nlim x (lnx)"1
X—0

Damit haben wir das Problem von (n) auf den Fall (n-1) zuriickgefiihrt. Das kann man wiederholen,
bis man schlieBlich beim Ausdruck

Tim x (lnx)

xX-0

ladet. Dieser ergibt

L

) . lnx . .
Tim x (Inx) = lim =1lim — = -1im x = 0.
X—0 X—0 1 x-0 1 X—0
X x2

(h)

Tim
Xx—0

sin x ] 1/(1-cos x)

X

...isteine (0/0)* - Form! Wir wissen allerdings aus (c), daf}

. sinx
Tim =1
X—0 X

gilt. Damit haben wir eigentlich eine unbestimmte Form vom Typ 1.

Wir betrachten den Logarithmus des Ausdrucks:

Log

sinx |1/(1-cosx)  Log[Sin[x] /x|
) - 1-Cos[x]

X

Das ist eine 0/0 Form. Nach der Regel von de | "Hospital leiten wir Zdhler und Nenner getrennt ab
und erhalten

i~ Z&hler = Expand[D[Log[Sin[x] /x], x]]

1
ouf-= — — + Cot[X]
X

m-}= Nenner = D[1 - Cos[x], X]

ou-j= Sin[X]

Der Bruch ist wieder eine 0/0-Form:

Zahler -Sin[x] + x Cos[X]

Nenner x2 Sin[x]

Bei genauerem Hinsehen erkennen wir (z.B. am Nenner), dass wir noch drei Mal in dieser Form
Zahler und Nenner getrennt ableiten miissen, bis wir eine bestimmte Form erhalten (der Nenner
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In[#]:=

Out[#]=

In[#]:=

Out[*]=

In[#]:=

Out[«]=

In[¢]:=

Out[«]=

Inf[#]:=

Out[«]=

In[¢]:=

Out[«]=

ist O(x3) ).
Wir leiten also getrennt ab:

Zahler = D[-Sin[x] + x Cos[x], {X, 3}]

-2 Cos[x] +xSin[x]

Nenner = D[x? Sin[x], {x, 3}]

6 Cos[x] - x2Cos[x] -6 x Sin[x]

Zshler /Nenner /. x -> 0

1
3
sin x 1/ (1-cos x) 1
lim ] = Exp[— —} .
xX-0 X 3

Wie sieht die Funktion aus? Hier ein Plot:

Plot[(Sin[x]/x)*(1/(1-Cos[x])), {x, 0.00001, 0.1}]

0.71650
0.71645
0.71640
0.71635

0.71630}

1 L L L 1 L L L 1 L L L 1

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Genau bei x=0 konnen wir die Funktion mit diesem Plot-Programm nicht zeichnen, da sie dort ja
erst durch den Limes bestimmt werden muss.

(i)
Vorgangsweise vgl. (h)

Limit[Cos[x] " (1/x%), x -> 0]

1
Ve
1),
COSX
lim
X—>o0 X

...ist KEINE unbestimmte Form, da der Zahler immer endlich ist. Der Grenzwert ist 0.
(k)

Das ist eine 0/0 Form:

Limit[Log[2-x] / (1-X), x -> 1]

1



Inf]:=

(1)

o 1n (1-x) +x?
Tim
x>1 1n (1-x2) +eX

Wir konnen sie leicht |6sen, indem wir umschreiben:

o 1In (1-x) +x2
Tim
x>1' 1n (1-x2) +eX

. Tn (1-x) +x2
= 1im

*>1 1n (1-x) +1ln (1+x) +eX

XZ

+ -
. 1n (1-x)
=1lim —— =1
x-1 1 1n (1+x) +e*
1n (1-x)

ClearAll["Global *"];

1.18

Inf]:=

Out[]=
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Aus zwei positiven reellen Zahlen a und b kann man verschiedene Mittelwerte bestimmen. Das

Mittel der Ordnung a ist definiert als

a% + b? tlz_
2 )

Sa(a, b) = (

Bekannte Sonderfalle sind S3, das arithmetische, und S_;, das harmonische Mittel. Welche Grenzw-

erte ergeben sich fiir = 0, +oo, -0 ?

Uberpriifen Sie Ihr Lieblings-Computeralgebra-Programm mit Hilfe dieser Aufgabe. (Hinweis:

Verwenden Sie die Regel von de ['Hospital!)

Losungsweg

Wir untersuchen den Logarithmus des Ausdrucks:

1 a% + b®
Log Sq(a, b) = —Log ( > )
a

Log (5*°)

a

und bestimmen den Grenzwert nach der Regel von de ['Hospital durch Ableitung von Zahler und

Nenner:

Esist

D[Log[ (a®+b%) /2], a]
a®Logla] + b* Log[b]

a% + b?

Wir haben dabei die Ableitungsregel
d ax d ex Lna

= = e°89 na=2a‘lLna
d x d x

verwendet.

lim Log Sq(a, b) =
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a%+b% a“ Log[al+b“ Log[b]
. Log ( 2 ) . a%+b?
lim =lim
a-0 a a-0 1

Der Grenzwert ergibt sich weiter zu

@) aL
Infe]:= L'im'it[a ogla] +b” Log[b] y o 0]
a% + b*
1
oue)- (Logla] + Log[b])
und damit wird der Grenzwert das geometrische Mittel:
So(a,b)=+fab .
Mathematica kommt zum gleichen Ergebnis :
Infe]:= L'im‘it[LOg[ (aa + b“) /2] /a, a- 0]
1
outf+}= 5 (Logla] + Log[b])
Fiir die Falle a» oo andern sich nur die letzten Zeilen.
Fall a—»+oo: Falls a>b, so schreibt man
_(Lna)a®+ (Lnb) b
lim =
a0 a® + ba
(Lna)1%+ (Lnb) b)*
lin& o (a) =Lna
a->
la+(5)
und damit wird S, = a, fallsb>a, vertauschenaundb dieRolle, Daher gilt
S« (a,b) =max(a, b).
Fall a—>-oo: Hier argumentiert man analog, nur vertauschen die Ungleichungen und man erhalt
S.» (a,b)=min(a, b).
n-= ClearAl1["Global %"];
1.19

In Hochenergiebeschleunigern werden die Elektronen auf Energien beschleunigt, die um viele
Groflenordnungen hoher als ihre Ruhemasse sind (mﬂo>> 1). Die Geschwindigkeit v dieser Elektro-

nen ist fast so grol® wie die Lichtgeschwindigkeit c. Die relativistische Formel fiir das Verhaltnis %

lautet

Berechnen Sie dieses Verhaltnis liber die ersten beiden Terme der binomischen Reihe fiir

m
— = (a) 10?2, (b) 10%und (c) 2.5x106°.
Mo

Losungsweg

Mit ";]—@:x ist die Reihe um x=0:
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n- Series[Sqrt[1-x*], {x, 0, 2}]

x2

oufej= 1 - f+0[x]3
2

Fur die drei gegebenen Werte ist daher v/c ndaherungsweise:
v/c=1-0.5(1/10%)?=1-10"*=0.9999500000
v/c=1-0.5(1/10%)%?=1-10"°=0.9999995000
v/cC=

n - SetPrecision[1-0.5 (1/ (2.5 106))2, 25]

out-]- ©.9999999999999199529199245

Anmerkung

Haufiger ist die Fragestellung:

Entwickeln Sie die (sich aus der oben angegebenen Gleichung abgeleitete) Formel

V)2\-1/2

mc? = mg c2 (l—
c

in eine Reihe fiir kleine v/c. Dies fiihrt zur so genannten nicht-relativistischen Naherung mit den
Termen

-1/2

nj- Normal[Series[(1-x?) > (X, 0,4}]] /7. x> v/c

v2 3v4
outfej= 1 + +
2¢c2 8c*
1 /vy2 3 /(v)4 V.5
ouf}= L+ — | —| +— |[— +O[—]
2 \c 8 \c C

und, nachMultiplikationmitmg c®ergibt sich

mc2:moc2+m@v2/2+3m@v4/<8c2)

Dabei ist mg c2die so genannte Ruhemasse und mg v2 / 2 der bekannte Ausdruck fiir die nicht-
relativistische Bewegungsenergie. Die weiteren Terme sind mit zusatzlichen Faktoren

v2 / cZunterdriickt.

;= ClearAll["Global %"];

Alternierend harmonische Folge und Reihe

n-= Clear ["Global *"];
Die alternierend harmonische Reihe konvergiert. Wir berechnen zuerst die Folge.

n-= Folge = Table[{n, -(-1)*n/n}, {n,1,50}];
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1= ListPlot[Folge,PlotJoined->True,
PlotRange->All]

1.0
051
outf+]= A
A ‘A‘A‘AxA‘A‘A‘A‘/\xA‘/\‘A‘AVA\}AVAVAVAVA{,AVAVAVA“'A{
VVVMVVVV%VVV 30 40 50
_05

Die Partialsumme definieren wir mit Hilfe einer Funktion:
;= Partialsumme[n_] := Sum[Folge[[1,2]],{i,1,n}];
;= PartialsummenFolge = Table[{n,Partialsumme[n]},{n,1,50}];

1= PA = ListPlot[N[PartialsummenFolge], PlotJoined->True,PlotRange->A1l1l]

1.0

T T T T T

T

Outf]=

04

T

0.2

T

Die Reihe konvergiert gegen den Wert In(2), wie wir nun demonstrieren:

= PB=Plot[Log[2],{x,1,50},
DisplayFunction->Identity]

0.8
Outf#]=

06

04

0.2
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1= Show[PA,PB]

1.0~

0.8

Out[#]=

04r

Feigenbaum-Folge
Diese Folge ist fir manche Werte des Parameters a chaotisch.

1= Clear ["Global "] ;
Die nachstehende Funktion berechnet jeweils aus dem aktuellen Wert des Folgengliedes das
nachste. Das Argument ist der Kontrollparameter a.

m-j= Iterfa_] = ( X = a X (1-x)3; Return[x] );
Fiir den Wert a=2.8 konvergiert die sich ergebende Folge gegen einen Grenzwert. Als Startwert

nehmen wir x=0.5:

= X=0.53
Folge = Table[{i, Iter[2.8]1},{1,0,50}];
ListPlot[Folge,PlotJoined->True,
PlotRange->All]

0.70+
0.68 |-

0.66

oulJ= 0.64

0621

060

1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1

10 20 30 40 50

Fir den Wert a=3.8 konvergiert die Folge nicht, sondern ist chaotisch:
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In[*]:=

Outf]=

Infe]:=

In[¢]:=

Outf]=

x=0.5;

Folge = Table[{i, Iter[3.8]1},{i,0,50}];
ListPlot[Folge,PlotJoined->True,
PlotRange->All]

101

0.8

0.6

0.2

1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1

10 20 30 40 50

Nun berechnen wir fiir einen gegebenen Wert von a die Folgenglieder Nummer 201-250. Nach den
ersten 200 Gliedern sollte sich entschieden haben, ob die Folge konvergent, zyklisch oder chaotisch
ist.

FB[a_]:= ( (* Startwerte: =)
x=0.5; A=N[a];
(» Voriteration: )
Do[Iter[A],{i,1,200}];
Return[Table[{A,Iter[A]},
{i,1,50}] 1)

Die sich ergebenden 50 Werte plotten wir als y-Koordinaten fiir festes x=a:

ListPlot[FB[3.8]]

10
, !
08} '
[ ]
|- L]
06} i
L L ]
pis
047 H
[ ]
I H
02k $
ol o b b b e b b by
1 2 3 4 5 6 7

SchlieBlich wiederholen wir diese Rechnung fiir viele Werte des Kontrollparameters a und bekom-
men so die Information dariiber, wo die Feigenbaum-Folge konvergent ist und wo nicht.
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mn-1= ListPlot[ Flatten[ Table[ FB[2.8+0.02%i],{i,0,60}] ,1] ]

1.0
0.8
0.6 -
Outf#]= r

04

0.2

Potenzreihen

n-j= Clear ["Global *"];
Wir betrachten als Beispiel die Sinus-Reihe. Das allgemeine Glied der Reihe ist:
P G Lk S
(2k+1)1
Die Partialsumme der Potenzreihe (ab dem 0-ten) bis zum k-ten Glied lautet:
1= PRSin[x_,n_] := Sum[A[k], {k,0,n}]
Die ersten 3 Terme sind zum Beispiel

1= PRSAN[X,2]
x3 x5

oufrjl= X — — +
6 120

Wir hatten die Reihe ibrigens auch mit der Mathematica Funktion Series bestimmen kdnnen:

n1= Series[Sin[x], {x, 0, 5}]

x3 x5
Out[+]= X — — +
6 120

+0[x]®

Die ersten 10 Terme sind

1= PRSiN[Xx,10]

5 7 9 11 13 15

x3 X X X X X X
Outf[]= X — — + - + - + - +
6 120 5040 362880 39916800 6227020800 1307674368000
Y17 %19 %21

+

355687428096 000 121645100408832000 51090942171709440000

Wir vergleichen die ersten beiden Terme der Potenzreihe (PRSin[x,1]) mit der Funktion selbst:
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;= PLlot[{PRSin[x,1],Sin[x]},{x,0,Pi}]

1.0

051

Out[«]=

-0.5r

Die Konvergenzeigenschaften hangen offenbar vom Abstand vom Entwicklungspunkt ab: je naher,
desto schneller. Aber es gilt auch: je mehr Terme desto besser:

1= Plot[{PRSin[x,1] ,PRSin[x,2],
PRSin[x,3],Sin[x]},{x,0,2 Pi}]

Out[#]=

;- ClearAll["Global %"];



