Mathematische Methoden in der
Physik
Bonus Unterlagen : Aufgaben und Losungen

Hinweis : Diese Texte wurden mit Hilfe von WOLFRAM MATHEMATICA 12 (Wolfram
Research, Inc.) erstellt.

Viele in diesen Aufgaben gestellten Probleme kdnnen mit Mathematica direkt durch spezielle
Befehle (wie etwa Limit oder Series) gelost werden. Da es uns hier aber auf das entsprechende
Hintergrundwissen ankommt, werden wir meist ausfiihrlicher vorgehen und erst in spateren
Rechnungen oder zur Kontrolle diese Befehle verwenden.

Kapitel 11. Ein wenig Differenzialformen

11.1

Die Basis einer dufteren Algebra sei {a, b}. Was ergibt die Reihenentwicklung von exp(a+2b)?

Losungsweg

Die Exponentialfunktion ist durch ihre Reihenentwicklung definiert und daher

exp (a+2b) =1+ (a+2b)+(a+2b)2/2+(a+2b)3/6. ..
:l+a+2b+(aa+2ab+2ba+4bb)/2 o
=l+a+2b+ (ab+ba)+...=1+a+2b

da ab=-ba und aa=bb=0. Auch alle Terme dritter und hoherer Ordnung verschwinden. Das allge-
meine Element der Algebra hat die Form c¢;+ ¢; a+ ¢3 b+ ¢4 ab.

n-;= ClearAll["Global %"];

11.2

Zeigen Sie mit Hilfe dulRerer Formen fiir quadratische Matrizen |A B|=|A||B.

Losungsweg

Die Matrizen seien nxn Matrizen. Fiir die duRere n-Form dx =dx;Adxz A ... AdX, (X is ein n-Vektor)gilt
d (Ax) = | A ] dx

und daher einerseits
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d (ABx) = | AB | dx

und andererseits

d (ABx) = |A|d (Bx) = |A||B]|dx
und daher |AB|=|A||B].

;- ClearAll["Global %"];

11.3
Zeigen Sie mit Hilfe duRerer Formen, dass im R" das Gaufische Integral
"X exp(-x" AT Ax)=1T"2/|A|

ergibt (Annahme: A ist nicht singular)!

Losungsweg
Volumenelemente d"x sind n-Formen und daher
d (Ax) = | A ] dx
Wir fiihren eine Variablentransformation durch:
y =Ax, dy = | A]dx
Jnd”xexp (-x"A

1 1 n

- an —yT - dv. —y?) =
AT e yexp (-y"y) . 11ﬁ* y; exp (-y?)

wie zu zeigen war.

;= ClearAll["Global %"];

11.4

Betrachten Sie p-Formen im R*.

(a) Wie viele unabhangige Basiselemente gibt es fiir p=0, 1, 2, 3, 4?

(b) Tabellieren Sie die Wirkung des dufberen Differenzialoperators d, wie er in diesem Kapitel
definiert ist, auf alle diese p-Formen.

Losungsweg
(a)

Die Basiselemente sind dx;, dx,, dx3 und dxg,

Das allgemeine Element der Algebra ist eine Summe von 0-, 1-, 2-, 3- und 4- Formen, die jeweils
folgende Basiselemente haben (wir geben dabei das Wedge-Zeichen nicht ausdriicklich an):

O-Form:1
1-Form:dxy;, dx;, dxzundd x4
27F0rm:XmdX2,XmdX3, XmdX4, dX2dX3, ddeX4, XmngdX4

3-Form:dx;dxpdxs, dx;dxodxg, dx;dxsdxg, dxodxsdxg
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4_-Form:dx;dx;dxsdxy

(b)
O - Form : zum Beispiel f (x1, x2, X3, X4)
dfi@xl fd X1+@X2 fd X2+@X3 fd X3+6X4 fd Xq

1-Form: zumBeispiel g=1f (x1, X2, X3, X4) d X1
dg=- (0, ) dxid xa - (Ox, ) dx1d Xx3- (Ox, F) dx1d Xxa)

2 - Form: zumBeispiel g=1f (x1, X2, X3, X4) d x1d x3
dg= (O, ) dxsdxidxy+ (Ox, ) dxadxidx;
= (Ox, F)dxidxadxs+ (Ox, F) dxidxzdxg

3-Form: zumBeispielg=" (x1, X2, X3, X4) d x1d x2 d x3
dg=(0x, F)dxsdxidxadxs=-(0x ) dxidxadxsdx,

4-Form:g="F (x1, X2, X3, Xq) d x3d x2d x3d x4
dg =0

1= ClearAl1["Global %"]};

11.5

Zerlegen Sie einen Wiirfel W in 3-Simplizes. Zeigen Sie, dass 00W=0 gilt.

Losungsweg

Es gibt viele denkbare Zerlegungen in 3-Simplizes.

Eine symmetrische Variante ist, den Mittelpunkt M mit allen 8 Eckpunkten A,B,C,D,E,F,G,H zu
verbinden; so erhalt man zuerst 6 Pyramiden (jeweils mit Mittelpunkt als Spitze und einer Wiir-
felflache als Grundflache).

MABCD, MBCGF, MCGHD, MDHEA, MEABF,MEFGH
Diese teilt man dann in zwei gleich grol3e 3-Simplizes. Insgesamt erhalt man so 12 Simplizes:

MABD, MBCD, MBCF, MCGF, MCGD,MGHD, MDHA, MHEA, MEAF, MABF,MEFH, MFGH
Esist (nach 11.26)
6 (MABD) = (ABD) - (MBD) + (MAD) - (MAB)

Man kann das natdrlich per Hand auswerten. Da wir faul sind, verwenden wir entsprechend (11.26)
folgende Mathematica Definitionen::

0(3-Simplex):
)= B4la_, b_,c_,d_] :=B3[b, ¢, d] -B3[a, ¢, d] +B3[a, b, d] -B3[a, b, c];

Fir jeden der Simplizes gilt
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n-j- B4[M, A, B, D]
our-- B3[A, B, D] -B3[M, A, B] +B3[M, A, D] -B3[M, B, D]
und
0(2-Simplex):
m-j= B3[a_, b_, c_] :=B2[b, c] -B2[a, c] +B2[a, b];
Daher
n-j- B4[M, A, B, D]
oufej= ©
Entsprechendes gilt fiir alle Simplizes. Damit ist der Beweis gefiihrt.

;= ClearAll["Global %"];

11.6

Im R? sei ein Potenzial V(x)=x?+x3. Berechnen Sie die Komponenten der 1-Form (Kraft) F=-dV und
daraus dF. Begriinden Sie das Ergebnis.

Losungsweg
-dV (x) = —d(xf + x%) = -2 x1dx; -2 x5 dxs
Das entspricht -grad V=(-2x1, -2 x2) =-2r, also jeweils zum Zentrum gerichteter Kraft.
Weiter gilt
d (72 X1 dX]_ -2 X2 dXz) =
-2d (Xl Xm + X2 dX2> =-2 (Oxle) dX2 Xm -2 (@X1X2) Xm dX2 =0

= ClearAll["Global *"];

11.7

Wir schreiben das Vektorpotenzial der Elektrodynamik als 1-Form A=A;dx; +A; dx; +As dxs . Berech-
nen Sie die Komponenten
des Magnetfeldes (2-Form) mittels B=dA, und zeigen Sie durch explizite Rechnung, dass dB=0.

Losungsweg

Wir bilden zunachst
B=d(Aydxy +Aydx; +As dx3)
= (O, A1) dXo d X1 + (Ox, A1) dX3 d X1 + (O, A2) dX1 d X2 + (Ox, A2) dX3 d Xy + (Ox, A3) dXo d X3 + (O, A3) dx1 d X3
= ((0x, A2) = (Ox, A1) ) dX1 d Xz + ((Ox, A3) = (Ox, A2)) dXo d X3 + ((Ox, A3) = (3, A1)) dX1 d X3
Dann wird
dB = Oy, ((Ox, Az) — (Ox, A1) ) dxsdxid xp +
Ox, ((Ox, A3) = (Oxs A2)) dx1dxy d X3+ Ox, ((Ox, A3) = (Ox; A1)) dxz dxid X3
= [ (Ox30x; A2) = (Ox30x, A1) + (Ox,Ox, A3) = (Ox, Oxs A2) = (Ox,Ox, A3) + (Ox,0x; A1) ]

dX]_ dX2 d X3
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(0]
...wie es zu zeigen war.

;= ClearAll["Global %"];

11.8

Berechnen Sie das dufbere Produkt dx A dy A dz € Lp{3} (Basiselemente dr, ds, d¢) der drei Vektoren

X =r sin®cos oy
y=rsingsingo

Z=rcoso

Losungsweg

Untertitel
Wir bilden laut Vorschrift

dx =sin®cospdr+rcosovcosepdd-rsingdsinede

dy
dz

sin®dsinpdr+rcososinedd®+rsinocospdp
cos®dr-rsinode

Multiplikation unter Beriicksichtigung der Reihenfolge und dass Terme wir dra dr etc. nicht beitra-
gen konnen, ergibt sich

dx A dy Adz =

sindcosprsingdcoser (-sino®) dr A dp A do

+r cos®cos¢rsingcospcosddo A dp A dr
—-rsingdsingsindsiner (-sin®) dp A dr A do
-rsing®singrcosgdsinpcosddp A do A dr

= [r? (sin©)® (cosp)?+r? (cos©)? (cosp)? sino +

2

r2 (sin®3 (sine)? +r?2sin® (siny)? (cos@)z} dr A do A do

= [rz (cos @)? sin® +r?2sin® (siny)? ]dr A do A do

r’sino dr A do A do
Der Vorfaktor ist die bekannte Jacobi-Determinante!

n-;= ClearAll["Global %"];

11.9

Berechnen Sie das Integral fF Uber das elektromagnetische Feld F=B;dy A dz durch die Oberflache
einer Kugel (Radius R) im Bereich 0 <@ <71/2, 0 < ¢ < 717/2 (also ein Achtel der Oberflache)).

Losungsweg

Wir wollen laut Aufgabenstellung das Integral berechnen:
jBl dy A\ dz

Da Integral geht dabei liber die Oberflache eine Achtelkugel:
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O<9<n/2,0<p<mt/2
Wir gehen zu Kugelkoordinaten tber:

X =rsin®cos oy

y
z

rsin®sino

rcos o

dx =sin®cospdr+rcos®cospdd®-rsindsinoede
dy
dz =cos®dr-rsinodo

sindsingdr+rcos®sinpdd®+rsindcospdp

Da auf der Integrationsflache r konstant ist, konnen wir r=R und dr=0 setzen.

dy A dz =
(Rcos@sinpdo+Rsindcospdp) A (-Rsinedo) =R? (sin®¥)2cos pdo A do

Das Integral tiber die Oberflache wird daher

= B, R? (f/z (sino)? d@) (f'/zcos ® d(p]
0 (0]

JT 7T
B: Rz(f> (1) =By R* —
4 4

;= ClearAll["Global %"];



