Mathematische Methoden in der
Physik
Bonus Unterlagen : Aufgaben und Losungen

Hinweis : Diese Texte wurden mit Hilfe von WOLFRAM MATHEMATICA 12 (Wolfram
Research, Inc.) erstellt.

Viele in diesen Aufgaben gestellten Probleme kdnnen mit Mathematica direkt durch spezielle
Befehle (wie etwa Limit oder Series) gelost werden. Da es uns hier aber auf das entsprechende
Hintergrundwissen ankommt, werden wir meist ausfiihrlicher vorgehen und erst in spateren
Rechnungen oder zur Kontrolle diese Befehle verwenden.

Kapitel 4. Differenzialrechnung

4.1
Bilden Sie jeweils die Ableitung von:
(a) y = 2sinx
(b) y = (sinx)cosx
(c) y = sin?x
(d) vy = (Ilnx).ln (Inx) - lnx
(e) y = sin2x
(f) y =V 1+Vx
(g) y = sinhx?
a+ X
(h) Yy = -l-oga
a-x
Losungsweg

Das es sich hier um blofRRe Differenziationsiibungen (Ketten- und Produktregel) handelt, die keiner-
lei besondere Tricks brauchen, verwenden wir einfach die uns von Mathematica angebotene
Differenziationsfunktion.

(a) y = 2sinx

1= D[2 Sin[x], X]

ouif-]= 2 Cos [x]
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Infe]:

Outf ]

In[e]:

Outf[« ]

In[e]:

outf+]

In[e]:

outf+]

Infe]:

outf+]

Infe]:

Outf#]:

In[=]:

outf+]

In[#]:

Outf ]

(b) y = (sinx)cosX
D[Sin[x]®, x]

Sin[x]“™ (Cos[x] Cot[x] - Log[Sin[x]] Sin[x])

S'impl'i'Fy[Cos[x]2 Sin[x]~1*CosIX] _ Log[Sin[x]] S'in[x]l*c°$["]]

Sin[x]1*¢sX] (Cos[x]? - Log[Sin[x]] Sin[x]?)

(c) y = sin?x

D[Sin[x] "2, x]
2 Cos[x] Sin[x]

Simplify[2 Cos[x] Sin[x]]
Sin[2 x]

(d) vy = (Ilnx).ln (Inx) - lnx

D[Log[x] Log[Log [x]] - Log[x], x]
Log[Log[x]]

X
(e) y = sin2x

D[Sin[2 x], X]
2 Cos[2 x]

D[’\/l+'\/? ,X]
1
4~/1+~/x /x

(g) y = sinhx?
D[Sinh[x?], x]
2 x Cosh|[x?]
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a+

=1, x]]

a-X

- Simplify[D[Log]a,

2a

Out[«]=
(a2 - x?) Logl[a]

Tip: Zerlegen Sie die Funktion in
a+ X

log, ) = log, (x+a) - log, (x-a)

und differenzieren Sie erst dann.

;= ClearAll["Global %"];

4.2
Berechnen Sie unter Verwendung von (4.16) die erste Ableitung der folgenden Funktionen:
(a) y-= n x ’
(b) 'y = arccos x,
(c) y=arsinhx,
(dy y=1n(1++/x).
Losungsweg

Die angesprochene Gleichung (4.16) erlaubt die Berechnung der Ableitung einer Funktion durch die
ihrer Umkehrfunktion:

dy dx -1
dx dy
L Lo dx
falls (in dieser Schreibweise) d_ *+0.
y
(a)
y = lnx
dx
>x =e¥, —=¢Y
dy
d
N l - eV
dx
Da wiry “(x) suchen, miissen wir noch y durch x ausdriicken:
d 1
YOX) =L levoelnxl T
dx X .
(b)
y = arccos X
dx .
- X=cosy, — =-siny
dy
dy 1

> vy (X) = =
y ) dx siny
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Inf¢]:=

1 1

\/l—cos2y V1-x?

Dies gilt nur dort, wo sin y*0, also zum Beispiel im offenen Intervall (0,77). Dort ist auch der

Hauptwert von arccos x ( mit -1<x<1) definiert.
(c) verlauft wie (b).

(d)

y:ln(l+\/7)
5> x=(e¥-1)2=e2Y-2eY+1
dx
—=2e?Y-2¢Y
dy
0 dy 1
- X) = —= ——
Y dx 2e2y-_2¢Y
1
2(l+\/7)2—2(1+\/7)
1
2x+2/x

ClearAll["Global *"];

4.4

In[«]:=

Outf+]=

Inf[¢]:=

Out[«]=

Finden Sie mit Hilfe der Methoden aus Abschnitt 4.3 die totale Ableitung j—;, wenn

2 _ A2
r=erP 9, p=e®undq = e°.

Losungsweg

Es geht hier um 5 Variablen und drei voneinander unabhangige Gleichungen. Im Grunde handelt es
sich also um eine Beziehung zwischen nur zwei Variablen (einer abhangigen und einer unabhangi-
gen), die man frei wahlen kann. Da j—ggesucht ist, werden das die Variablen r und s sein.

Die Gleichungen sind hier nichtlinear in den Variablen, man kann also nicht erwarten, sie tatsach-
lich auf eine Gleichung mit nur zwei Variablen zu reduzieren. Auf dem linearisierten Niveau der
totalen Differenziale funktioniert das jedoch!

Dazu bilden wir die totalen Differenziale der drei Gleichungen. Es ergeben sich drei Gleichungen,
die linearin dr, ds, dp und dq sind. Wir [6sen sie dann nach dr und ds auf und erhalten so die gewiin-
schte Ableitung als Vorfaktor.

Mathematica hat eine Funktion zur Berechnung des totalen Differenzials vorgesehen, die wir der
Einfachheit wegen gleich hier verwenden.

GlgA =Dt[r == EP%]

Dt[r] =e P 9 (-2pDt[p] -2qDt[q])

GlgB = Dt[p == E°]
Dt[p] = e°Dt[s]
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Infe]:= G1lGC = Dt[q == E's]

our-l- D[] = —-e > Dt[s]

Wir kdnnen die Gleichungen l6sen, indem wir aus GlgB und GlgC die totalen Differenziale dp und dq
in GlgA einsetzen.

nj- GLgA /. {Dt[p] -> E®Dt[s], Dt[q] -> -E">Dt[s]}
ouf-l- DE[r] = eP % (~2eSpDt[s] +2e*qDt[s])

Der Vorfaktor zu ds ist die gesuchte Ableitung:

dr y

— =2EP"9 (E°q -E°p)

ds

Wir vereinfachen sie noch durch Verwendung der urspriinglichen Gleichungen:
ar 2EP9 (28 _E2s ),

ds

;= ClearAll["Global %"];

4.10

Berechnen Sie fiir ¥ = y* die Ableitung %f.

Losungsweg

Es gilt y* = exp(x In y) und daher kann die Gleichung als wie folgt angeschrieben werden:
exp (y lnx) =exp (xlny)

Wir bilden das totale Differenzial,

d [exp (y Inx)] =d[exp (x lny)]

%exp (y Inx) dx + (lnx) exp (y lnx) dy =

X
(Iny) exp (xlny) dx+ —exp (x lny) dy .
y
Trennen der Terme zu dx und dy ergibt
X
(Inx) exp (y lnx) - —exp (x lny) | dy
y
= | (lny) exp (x1lny) - Xexp (y ln x) | dx
X

Daraus finden wir

dy _y(y-xy Loglyl)
dx X (xy* - xy Log[x]).

.Mittels Mathematica schreibt man

nei= D[yAx, x] dx +D[y*x, y]l dy == D[x"y, x] dx +D[x"y, y] dy

-1+X

our- dy xy +dx y* Logly] = dx x Y y+dyx¥ Log[x]
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n= Solve[%, dy]
dxy (xYy-xy*“Logly])
X (xy*-x¥ylLog[x])

H

outf+]= {{dy -

y (-xYy+xy*Logly])
x (x y*-x¥yLog[x])
y (xYy-xy*Logly])
X (xy*-x¥ylLog[x])

np= Simplify [—

Outf#]=

Dieses Ergebnis konnen wir mit Hilfe der urspriinglichen Gleichung (die ja weiterhin gilt)
vereinfachen:

y (x¥y-xy*Logl[yl)
x (xy*-x¥yLog[x])
y (y-xLogly])

x (x -y Log[x])

= Simpld fy[ /e XY > yx]

Out[«]=

;= ClearAll["Global %"];

4.12

Berechnen Sie (dV/dp), wenn

(p+ Va_2) (V-b) = C

(Isotherme fiir reale Gase, a, b konstant) mit konstantem C.

Losungsweg

Diese Terme korrigieren die Gleichung flir ideales Gas (p V= konstant) in Hinblick auf z.B. nichtver-
schwindendes Volumen der beteiligten Gasmolekiile.

Wir berechnen das totale Differenzial,

a
Infe]= Dt[(p+ v_2) (v-b)] /. {Dt[a] -> 0, Dt[b] -> 0}

2 aDt[V]

outf+J= (p+ Va—z) Dt[V] + (-b+V) (Dt[p} s

und sortieren nach dp=Dt[p] und dV=Dt[V].
a 2a
[p+v—2+(b—V) V—3) Dt[V] = (b-V) Dt[p]

Daraus sehen wir
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dv b-V V3 (b-V)

dpip+viz+(b,v)2\% pvi+2ab-aV.

;= ClearAll["Global %"];

4.14

Wie lautet ein mit Hilfe des totalen Differenzials bestimmter Naherungsausdruck fiir % ?

Losungsweg

Offenbar liegt dieser Wert in der Nahe des uns analytisch bekannten Wertes %=%. Wir bilden

zur naherungsweisen Abschitzung der Differenz also das totale Differenzial von 2<20X .

i~ Dt[ArcTan[x] /]
Dt[x] ArcTan[x] Dtly]

Out[#]=
(1+x%)y y2
Der gesuchte Naherungsausdruck ist daher
T
Naherungswert = —
40
+ Dt[x] ArcTan[x] Dt[y]
(1+x%)y y?
und an der Stelle x=1, dx=-0.02, y=10, dy=0.1 erhalten wir
x -0.02 5 09.1
Infe]= — +

40 (1+1) 10 100
ouf-]- 0.0767544

Das ist, auf 5 Stellen gerundet,
= 0.,07854 - 0.00179
ou-]- ©.07675

(Der exakte Wert ist 0.07676...)

;- ClearAll["Global %"];

4.19

Entwickeln Sie

(a) f (x, y) =xy?+ 2x?+1umdenPunkt (1, 2),
2

(b)y f (x,y) = y—3umden Punkt (1, 0)
X

in eine Potenzreihe bis zu Gliedern zweiter Ordnung.

Losungsweg
(a)

Dies ist sehr einfach zu [6sen, da es sich ja um ein Polynom handelt, wir also nicht einmal Ableitun-
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Infe]:=

Infe]:=

Out[«]=

Inf]:=

gen berechnen miissen, sondern einfach auf ein Polynom in (x-1) und (y-2) umschreiben.

Wir fiihren (als Zwischenschritt) die Variablen

r=x-1, alsox=r+1

s=y-2, alsoy=s+2

ein und substituieren in das Polynom.

Expand[xy*+ 2x*+1 /. {x->r+1, y->s+2}] &

MakeExpression: TextForm in MakeExpression[FormBox[RowBox[{Expand, [, RowBox[{RowBox[{«<5>>}],
/., RowBox[{«<3>>}]}], ]}], TextForm], TextForm] is not a box formatting type. A box formatting type is any
member of $BoxForms.

T+8r+2r2+4s+4rs+s?+rg?
Damit - durch Riickeinsetzen - erhalten wir die gesuchte Potenzreihe in (x-1) und (y-2) als

T+8(x-1)+4(y-2)+2(x-1)? &

[ ]
(b)
Man kann natiirlich die Taylorformel verwenden,;
statt dessen verwenden wir eine Abkiirzung. Wir erkennen,
dassin dery - Variable nur der Term y? beitragt und wir kdnnen
die Reihe daher als Produkt von y? und der Reihe fiir 1/x* berechnen. Esist
1

—=1-3(x-1)+6(x-1)2+0[x-1]°
X3

mit dem Konvergenzintervall 0<x<2. Daraus folgt unser Endergebnis
2
y—3=y2—3(X—1)y2+6(X—1)2y2
X
+0[(x-1)°y’]
mit dem gemeinsamen Konvergenzbereich 0<x<2, yeR.
Wenn wir die eingebaute Mathematica Funktion zur Reihenentwicklung verwenden, erhalten wir
das prinzipiell richtige Ergebnis
y2
Ser"ies[—3, {x, 1, 2}, {y, 0, 2}]
X
(y>+0[yl®) + (-3y*+0[y]?) (x-1) + (6y*+0[y]®) (x-1)?+0[x-1]3
in dem allerdings das explizite Verschwinden aller Term O (y*) nicht beriicksichtigt wird.

ClearAll["Global *"];

4.21

Eine Funktion heil’t homogen n-ten Grades, wenn

f(tx, ty, tz) = t"f (x,y, 2)

gilt (zum Beispiel ist f(x,y) =x%2+2xy +y? homogen 2. Grades).
(a) Verifizieren Sie, dass z3 (In x - In y) homogen 3. Grades ist.

(b) Beweisen Sie, dass fiir eine allgemeine homogene Funktion n-ten
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Grades gilt
of of of

X— +y— +z— =nf
OX oy 0z

(Hinweis: Leiten Sie f (u,v,w) =t" f(x,y,z), u=t x, v=t y, w=t z nach t ab, und setzen Sie anschlieftend
t=1.)

Losungsweg
(a)

Dazu schreiben wir

f(x,y, z) =23 (lnx - lny)

-f(tx, ty, tz)

(tz)® (ln (tx) - ln (ty))
=t3z23 (Int + Inx - lnt -1lny)
B2 f (x,y, z)

und haben damit den Beweis gefiihrt.

(b)

Wir fiihren die Variablen

u=xt, v=yt, w=2zt

ein und finden fiir eine in ihren Argumenten homogene Funktion f:
fu,vy,w =f(xt,yt, zt) =t"f (x, vy, 2)

Wenn wir diese Gleichung nach t ableiten, ergibt sich

of o (xt) of o(yt)
+
a(xt) ot o(yt) ot
of o(zt
. (Z>:nt”*1f
o(zt) ot

Dabei haben wir jeweils die Funktion nach dem Argument, dann das Argument nach t abgeleitet,
wie durch die Kettenregel vorgeschrieben.

pa 21U e, folgt

a =x, usw.gilt, fo

ot g g

{x ° ° . ]f(xt t, zt)
+ + 3 )

sxt) Yoyt 3 (z1t) Y

=nt"1f(xt,yt, zt).

Fiir tist jeder Wert (aulRer 0) zuldssig und wir wahlen t=1 und erhalten so die angegebene partielle
Differenzialgleichung fiir homogene Funktionen,
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0 0 0 £ >
X — +y — +Z — X z
O X y@y oz > Y

=nf (x,vy, z).

- ClearAl1["Global +"];

4.22
Sei
Viry=ar", r=/x+y*+2% ;

zeigen Sie, dass V(r) eine homogene Funktion n-ten Grades ist und die Differenzialgleichung der
vorhergehenden Aufgabe 4.21erfiillt.

Losungsweg

Offenbar ist r homogen vom Grad 1, da ja

r(tx, ty, tz) = \/t2 X2+ t2 2+ t2 22

=tr (x,vy, z)
gilt. Da V(r)homogen in r vom Grad n ist, ist es also auch homogen in x,y,z vom Grad n:
V (tx, ty, tz) =V (tr) =t"V (r) =t"V (x, vy, Z).

Wir Uberpriifen die Differenzialgleichung flir homogene Funktionen,

of of of

X— +y— +z— =nf
aX ay oz

Wir sehen

mep= VIX_y Y_y, 2_] =a (X2+y2+zz)n/2;

DIV[X, Yy, 2], x]

ouf-j= anx (x2 +y? +z2)’l+2
und daher
oV oV oV
X — +y — +Z — =
OX oy 0z

an (x2+y?+2z?%) (x?+y?+2?) “Leg
=an (x2+y2+zz)%: nv
Die Differenzialgleichung ist also erfillt.

;= ClearAll["Global %"];

4.24

Zeigen Sie, dass der relative Fehler (dT /T) im idealen Gasgesetz RT=pV die Summe der relativen
Fehler der Faktoren ist.
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Losungsweg

Wir bilden das totale Differenzial (Variablen:p, V, T; R ist eine Konstante) der Gasgleichung,
RdAT =V dp+p dv,

und dividieren durch RT:

dT v p
— = — dp+ —dV
T RT RT
dT dp dv
- — = — + —
T p Vv

wobei wir wieder die Gasgleichung verwendeten. Das Ergebnis ist wie in der Aufgabe vorhergesagt,
namlich die Summer der relativen Fehler von Druck p und Volumen V. Natirlich ist dies ein
Naherungsergebnis, das in flihrender Ordnung (eben in den Differenzialen) gilt. Bei groRen Abwe-
ichungen wird das nicht mehr stimmen, zum Beispiel seien die richtigen Werte

pV 1000

p=10, V=100~ T (p, V) = —— = ——

und die Messungenauigkeit von p und V
V=110 -dV=+10, p=12->dp=2

Die explizite Rechnung ergibt

1320 dT 320
T(12,110) = — 5 — =~~~ -0.32
R T 1000

wahrend unser Naherungsausdruck
dT  dp dv 2 10

0.3

+ —+ — =
T p vV 10 100
ergibt.

;= ClearAll["Global +"];

4.25
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktionen
| sinx |
(a) exp (cos x) und (b) ———
X

in Hinblick auf Nullstellen, Unstetigkeitsstellen, Extremwerte, Wendepunkte, Asymptoten und
singuldre Stellen (so vorhanden), und erstellen Sie eine Skizze des Graphen im Bereich [-5,5].

Losungsweg

(a)

Wir betrachten die Funktion
mnp= FIXx_] = Exp[Cos[x]]}

fur reelle Argumente x.

Skizze:
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- Plot[F[X], {X, -5, 5}]

Outf#]=

-4

-Graphics-
Die Funktion ist gerade (symmetrisch), da
f(-x)=exp(cos(-x))=exp(cos(x))=f(x)
Sie ist iberall stetig und hat keine Nullstellen, da die Exponentialfunktion fiir alle endlichen Argu-
mente ungleich nullist und der Kosinus tberall endlich ist.
Extremwerte:

m= f7 =D[f[x], x] == 0O

out-j= —eCosIx] Sin[x] =
Losungen:
Sin[x]=0 - x=n7T, im betrachteten Intervall also bei x=-17, 0, 1T.
Die zweite Ableitung ist:

nep= F77 = DIFIX], {x, 2}]

our - —e®°3X] Cos[x] + e®s¥) Sin[x]?

Infe]:= " /e {X->-7}

f

1
Out[*]= —
(]

In[e]:= f /. {x ->0}

Out[*]= — @



In[*]:=

Outf#]=

Infe]:=

Outf#]=

Inf]:=

In[*]:=

Outf#]=

f°7 /. {x->m}
1

e

Die Extrema sind also:
X =-7, 71 ¢ Minima

X =0 ¢ Maximum

Wendepunkte erhalten wir durch Nullsetzen der 2. Ableitung:

—ECosix] Cos[x] + E®°sIX] S9in[x]%2 =0

- Cos[x] = Sin[x]?

- Cos[x]?+Cos[x]-1=0

> Cos[x] = % (-1£+/5)
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Nur die positive Wurzel liefert einen moglichen Wert (fiir reelle Werte des Kosinus), namlich

1
x:ArcCos[E (-1+ﬁ)} - +0.90455 ...

N[ArcCos|

N | =

Seeal
0.904557

(b)
Wir betrachten die Funktion

_ Abs[Sin[x]] |

’

fIx_]
X

fuir reelle Argumente x.
Skizze:

Plot[f[x], {X, -5, 5}]

Wir betrachten zuerst die Kandidaten fiir Unstetigkeitsstellen.

sin x

O<x<e: f(x)= s

X
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Infe]:=

Out[#]=

Inf¢]:=

Out[#]=

In[¢]:=

Out[¢]=

In[¢]:=

Out[]=

In[¢]:=

Outf#]=

Inf[e]:=

Outf#]=

Limit[Sin[x] /x, x -> @, Direction -> -1]

1

—e<x<0: f (x)= 5

Limit[-Sin[x] /x, x -> 0, Direction -> 1]

-1

Es gibt also eine Unstetigkeit dieser Funktion bei x=0. Das zeigt, dass wir dort die Funktion nicht
ausreichend definiert haben, da nicht klar ist welchen Wert die Funktion dort annehmen soll! Die
Funktion ist dort unbestimmt.

Da |sin x| und auch x liberall stetig sind, war nur der mogliche Kandidat fiir eine Singularitat, also
der Punkt x=0, eine moglich Unstetigkeitsstelle, die sich auch als solche bestatigt hat.

Die Funktion hat also keine Singularitat (Unendlichkeit), wohl aber eine Unstetigkeit bei x=0. Die
Funktion ist ungerade (schiefsymmetrisch), da
| Sin (-x) | | Sin (x) |

f(-x) = = - =-f (x) .
- X X

Neben der Unstetigkeit bei x=0 gibt es Punkte (bei x=tn 1), an denen die Funktion nicht differenzier-
bar ist. Die Position etwaiger Extremwert muss also in den differenzierbaren Teilstlicken getrennt
untersucht werden. Daneben miissen diese Stellen selbst ebenfalls auf ihre Zahlenwerte unter-
sucht werden.

Offenbar wird ist 1 das Supremum und -1 das Infimum, jeweils erreicht im Limes x->0 von oben
oder unten. An diesem Punkt selbst ist die Funktion (wie oben besprochen) nicht definiert worden.

Wir untersuchen in den verschiedenen Intervallen die Ableitung der Funktion:
-5< x < —-m: f(x)=sin (x) /x

D[Sin[x] /x, x] ==

Cos[x] Sin[x]

X x2

Losung: Tan([x]=x .
Wir [6sen numerisch:

FindRoot[Tan[x] == x, {X, -4}]

{x > -4.49341}

Die 2. Ableitung lautet an dieser Stelle

D[Sin[x]/x, {x, 2}] /. {x - -4.49340945790918677 }

0.217234

Sin[x] /x /. {x - -4.49340945790918677 "}
~0.217234

Es handelt sich (siehe Skizze) also um ein lokales Minimum mit dem Funktionswert -0.217234.

Entsprechend der Antisymmetrie findet man ein lokales Maximum bei x=4.4934.. mit dem Funktion-
swert 0.217234...
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Daneben gibt es Nullstellen und lokale Maxima (x<0) oder Minima (x>0).

Wendepunkte erhalten wir durch Nullsetzen der 2. Ableitung. Dazu verschaffen wir uns eine Skizze
des Funktionsverlaufes der 2. Ableitung. Dazu missen wir den Definitionsbereich zerlegen.

- Plot[Evaluate[D[Sin[x] /x, {x, 2}]], {x, 0.001, Pi-0.001}]

02f

Out[#]=

Infe]:=

-0.16

-0.18

out[-]= —0.20

-0.22

-0.24

1 n n n n n n 1 n n n n 1

35 4.0 4.5 5.0

Wir finden einen Wendepunkt bei x nahe 2.1. Genauer:

np= D2 =D[SIN[x] /X, {X, 2}] ==

2Cos[x] 2Sin[x] Sin[x] 0
— + - ==
x3 X

Out[]=

x2

1= FindRoot [D2, {x, 2}]
ouf-]= {X > 2.08158}
Aufgrund der Symmetrieeigenschaften finden wir also Wendepunkte bei x=+2.08157...

Fiir x»*o verschwindet die Funktion.

;= ClearAll["Global %"];

4.26
Wandeln Sie die Differenzialgleichung
d? d
x2 Y +2X @y 5y =0

d x2 d x
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Infe]:=

mit Hilfe der Substitution x=€? in eine andere mit konstanten Koeffizienten in

Losungsweg
Laut Angabe ist

y (X) =y (X (2)) =y (e)

Wir verwendet die Kettenregel der Differenziation

dy (x (z)) dy dx dy dy
- - - - eF - x =
dz dx dz d x d x
d?y d dy , d?y dy
=X — |x —| =x + X —
d z2 d x d x d x2 d x

Es ergibt sich damit
dy dy(z) ,d?y d’y dy

X —— = , X =
d x dz dx2 dz? dz

und daher wird die urspriingliche Differenzialgleichung
d?y dy

ClearAll["Global *"];

4.27

Infe]:=

Outf#]=

Berechnen Sie fiir die Flache z(x,y), die der impliziten Gleichung
4 x2+ y? + 9 z2= 37

genligt, die Tangentialebene im Punkt (0,1,2).

Losungsweg

Wir bilden das totale Differenzial der Funktion
f=4x2+y?2+9 2%

Dt[f]

8 xDt[x] +2yDt[y] +18zDt[z]

an der Stelle (x,y,2)=(0,1,2):

2 Dt[y] +36 Dt[z]

Daraus folgt die Gleichung der Tangentialebene

d2y
dz?’

dy

z

und zum.
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2(y-1)+36(z-2) =0
>y + 18z =37

1= ClearAl1["Global %"];

4.28

Finden Sie den kurrzesten Abstand des Koordinatenursprungs zur Kurve
x2-2+[3 xy-y2=2.

Losungsweg

Der Punkt (x,y) an dem der Abstand minimal wird, ist auch der Punkt an dem das Quadrat des
Abstands minimal wird. Wir wollen also die Funktion

= FIX_, y_1 =x%+y?

ou = X% + y?

mit der Nebenbedingung
- 8[X_,y 1 =x2-243 Xy-y* -2
oup = 2+ x2-24/3 xy-y?

minimieren.
Nach der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren definieren wir eine Funktion von drei Vari-
ablen (x,y,a):

mep= FIX_y Y_ya_]l =f[x, y] +ag[x, y]
our-- X2 +y?+a (—2+x2—2\/?xy—y2)

und setzen alle drei Ableitungen nach diesen Variablen null:
m-1= AX = D[F[Xx, y, @], X]

ouf-j= 2 X+ a (2x—2\/?y)

= Ay = D[F[x, y, al, y]
ouf]= @ (—2\/3 X—Zy) +2y

m-- Aa=D[F[x, y, a], a]
oup - =2+x2-2~/3 xy-y?

7= Solve[{AXx == 0, Ay == 0, Aa == 0}]

1 i i3 1 i i3
oup;- {{a> =, x>-=,y->- b fas =, x>—,y- 1
2 2 2 2 2
{ae—l,x+—£,y+£}, {ae—i,x+—3,ye—£}}
2 2 2 2

Nur die beiden ersten Ergebnisse sind reell und daher sinnvolle Losungskandidaten. Die
entsprechenden Werte der Abstandsquadratfunktion sind
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V3 1
Infe]:= f[——, —]
2 2

outfe}= 1
V3 1
Infe]:= f[_, —_]
2 2

ouij= 1

und es gibt also zwei Losungen mit gleichem Wert des Abstands d=1.

Das es sich dabei um Minima handelt, erkennen wir an einer Skizze des Verlaufs der Kurve:

nj- FP = ContourPlot[x*-2V3 xy-y? == 2, {X, -2, 2}, {y, -2, 2}]

27\ T T T T T T T T T a

Out[«]=

| | | | |
-2 -1 0 1 2

Die dem Ursprung nachsten Werte sind, wie oben berechne die beiden Punkte (-0.8660..,0.5) und
(0.8660..,-0.5).



All_sec4.nb | 19

i}~ Show[Graphics[{AbsolutePointSize[5], Point[{0, 0}],

point[{-V3 /2,1/2}], Point[{VF /2, -1/2}]}], FP]

Outf#]= )

1= ClearAl1["Global %"]};

4.31
(a) Welches ist der kleinste Abstand zwischen dem Ursprung und der Schnittkurve der beiden
Flachen x y=12 und x+2 z=0?

(b) Was ist der kiirzeste Abstand zwischen den zwei Parabelny = 1- x?
undy =-1+x2? Fertigen Sie eine Skizze an!

Losungsweg

(a)

Das Abstandsquadrat eines Punktes (x, y, z) zum Ursprung ist

d(x,y, z) =x%>+y?2+z2.

Gleichzeitig soll gelten

Xxy=12,

X+2z=0.

Wir bilden (nach der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren) die Funktion
np= Faxh2+yh242024+r (xy - 12) +s (x + 22);

und berechnen die Ableitungen nach allen Variablen (x,y,z,r,s):
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Infe]:=

Out[*]=

Out[]=

Out[*]=

Out[]=

Out[*]=

Infe]:=

Out[+]=

In[¢]:=

Out[*]=

Infe]:=

Out[«]=

In[#]:=

Out[+]=

Ax =D[F, x] == 0
Ay =D[F, y] == 0
Az =D[F, z] ==0
Ar =D[F, r] == 0
As =D[F, s] ==0

S+2X+ry =
rx+2y =
2s+22z =
-12+XxYy ==
X+2z=0

Wir l6sen das Gleichungssystem, indem wir mittels Ax, Ay, Az und As die Variablen r,s und z
eliminieren.

Eliminate[ {Ax, Ay, Az, As}, {s, r, z}]

4y? = 5x2

Es bleiben diese Gleichung und die Gleichung fiir Ar==0:

4y?-=5x?

Xy ==12

S()lVG![{4 y2 ==5x%, xy == 12}]

([x- 2!/_,% 5146 ), [x > “V_,yﬂsl/w_}
5
2i6 26

{Xe y ,ye—151/4\/_} { 1/4,y+51/4\/€}}

Nur die erste und vierte Losung sind reell; der entsprechende Werte von z ist jeweils (aus As
berechnet):

246 \V 6
_ £l/4 B
X 1 , Y > -5 V6, Z-> 14
2 \/ 6 \ 6

,y951/4\/ zZ-> -

51/4

Der Fall x=0, y=co oder x=o0, y=0 ist ausgeschlossen, da diese Punkte zu maximalem Abstand
fihren.

Der Abstand zum Ursprung ist in beiden Fallen gleich, namlich

26
s Y > - 51/4’\/?, z -

51 /4 > 51/4 }

d=Sqrt[xr"2+yr2+2z72] /. {x—»—

23 54/

6 6
W,y-»S”“W/?, z->- \/_}

2
d=Sqrt[x"2+yr2+2"2] /. {x> vy

2+/3 514
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Beide Lésungen sind also gleichwertig. Der kiirzeste Abstand der Schnittkurve ist damit y 12+/5 .

In dieser Aufgabe hatte man auch mit Hilfe der Angaben zwei Variablen eliminieren kénnen, also

o= XA24yA24282 /0 {x-> -2z, y->-6/2z}

oufe}= — +5 z2
22
36 2
)= F=—+52z%;
22
m-1= D[F, 2] ==
72
ouf-}= ——+10z =0
23
72
Infe]i= Solve[— — +10 z == 0]
Z3
\ 6 1vV6 1vV6 \/ 6

ouffej= {{2%751/4}’ {Zﬁf 51/4 }’ {Z% 51/4 }’ {Z% 51/4}}

Wieder liefern die erste und vierte Losung je eine gleichwertige Losung der Aufgabe, gleich wie
oben. Dieser Zugang ist hier wohl der kiirzere!

(b)

Wir skizzieren die Situation
- Plot[{1-x"2, -1+ x72}, {x, -2, 2}]

3

TN

)

Out[#]=

-
N

-2 1

_2}

und finden, dass sich die Kurven schneiden. Der kleinste Abstand ist offenbar an den Schnittpunk-
ten (-1,0) und (1,0) gegeben.

;= ClearAll["Global *"];

4.32

Bestimmen Sie Maxima und Minima der Flache
zZ (x,y) = (x-a) (y-b) exp (-(x-a)? - (y-b)?

im Gebiet (x,y) € [a-2,a+2]x [b-2,b+2], a, b €R, und berechnen Sie explizit an diesen Punkten D=

2
ZyZyy Zyy”
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Losungsweg
Wir untersuchen die Funktion

mo- z[X_y y_1 = (x-a) (y-b) Exp[-(x-a)% - (y-b)?];
Wir berechnen die 1. Ableitungen:

1= AX = D[z[Xx, Y], X]

Outf+]= @ (Farx) - (-b+y)? (—b+y) ~ 2 @ (Farx) - (-bsy)? (-a+x)2 (—b+y)

= AY = D[Z[X, Y], Y]

oup - @ (FATPb)? (L gy ) m2 e (AT (be)® gy (-b+ y>2
Da die Exponentialfunktion ungleich null ist, konnen wir diese Gleichungen vereinfachen und
erhalten
(-b+y) -2 (-a+x)%2 (-b+y) =0
(-a+x) -2 (-a+x) (-b+y)?2=0
mit den Losungen

y=b, x=a

Die zweiten Ableitungen ergeben

1= AXX = D[AX, X]

Ayy = D[Ay, Y]
Axy = D[AX, Y]

oup - —6 @ (a0 g 4y (—b+y) +4e (At bay)t g x)3 (—b+y)
ouf = ~6 @ (FATCbWIT gy (—b+y) +4e (AT gy x) (—b+y)3

(e—(—a+><)2—(—b+y)2 _2 e—(—a+x)2—(—b+y)2 (—a+x) 2

2 @ (Fax)?-(-b+y)? <fb+y)2+4e’(’a+x)z’(’b+y)z (—a+x)2 <7b+y)2

Out[¢]=

Fir x=a, y=b verschwinden diese 2. Ableitungen, man muss diesen Fall also weiter untersuchen. Fiir
den anderen Losungstyp ergibt sich D= zzyy -zxy2>0, es handelt sich also um Extrema:

1 1
1= AXXAYy - Axyr2 /. {x ->a+ ,— , Y->b+ ’—}
2 2
4

Outf[¢]= ——
eZ
1 1
n1= AXXAYY -Axyr2 /. {x->a+ [, y->b-_[=}
2 2
4
outfe]= —

ez



In[e]:=

Outf#]J=

Inf*]:=

Out[+]=

In[e]:=

Out[+]=

Inf*]:=

Out[+]=

Inf*]:=

Out[«]=

1 1
Axx Ayy - Axy*r2 /. {x—>a— ’— , Yy->b+ ,—}
2 2

4

eZ

1 1
Axx Ayy - Axyr2 /. {x->a- ,— s y->b-,,—}

2 2
4

e2

Die erste Losunghat z,, <0, zy, <0:

1 1
Axx /. {x->a+ . [=, y->b+ [=}
2 2
2

_e
1 1
Ayy /. {x->a+ . [=, y->b+ [=}
2 2
2
e

und es ist daher ein Maximum. Insgesamt zeigt sich:

) 1 1
Maxima: (x, y) = |a+ 5 b+ 5 und
L. 1 1
Minima: (x, y) = |a+ 5 b - S und

Wir wollen die Flache (Spezialfall a=1, b=2) zeichnen:

il

[t

N |

N =

Plot3D[z[x, y] /. {a->1, b ->2}, {x, -1, 3}, {y, 0, 4}]

All_sec4.nb | 23
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Wir erkennen klar die von uns bestimmten Extremwerte. Ebenso klar wird, da (a,b) ein Sattelpunkt
ist.

mn-;= ClearAll["Global %"];

4,33
Die Funktion
(1/x) + (4/y) + (9/2z)

soll ein Minimum werden, wenn x,y,z >0 und x+y+z=12.

Losungsweg

Wir gehen nach der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren vor und bilden die Funktion
m- FIX_y Y_5 Z_, lambda_] =1/x+4/y+9/z+lambda (x+y+z-12);

die Ableitungen ergeben

m-= Al =D[F[x, y, z, Lambda], x]
A2 =D[F[x, y, z, Lambda], y]
A3 =D[F[x, y, z, Lambda], z]
A4 =D[F[x, y, z, Lambda], lambda]

1
ouy - Lambda - -

X

4
our-= Llambda - —
y2
9
our-}= Lambda - -

N

ouf]l= =12+ X +y+2
Wir l6sen dieses Gleichungssystem unter der Annahme nichtverschwindender x,y, z und erhalten
1= Solve[{Al == 0, A2 == 0, A3 == 0, A4 == 0}]

1
our - {{lambda - 3’ X-6,y--12, 218},

{lambdaai,x»f3,ye6,z»9}, {lambdaal,xez,y»4,z»6}}
9 4

Nur die zweite Losung erfiillt die Bedingungen der Aufgabe.

Handelt es sich dabei um ein Minimum? Wir bilden

n-j= Abl = {{D[A1, x], D[A2, x], D[A3, x]},
{D[A1, y], D[A2, y], D[A3, Y]},
{D[A1, z], D[A2, z], D[A3, z]}}

2 8 18
outfeJ= {{X—3, 0,0}, {0, y—3, o}, {e, 0, 2—3}}
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1= Abl /o {Xx>2,y—->4, z- 6}

1 1
outfj= HZ’ 0, 0}, {0, s’ 0}, {0, 0, EH

Es handelt sich also bei der Matrix der 2. Ableitungen (entsprechend M.4.4) um eine streng positive
qguadratische Form und also um ein Minimum mit dem Zahlenwert
- 1/X+4/y+9/z /. {x>2,y-4,z-6)}

outfj= 3

;= ClearAll["Global %"];

4.34

Berechnen Sie die kiirzeste und langste Strecke vom Ursprung zur Kurve

XAN2 + xy +ynN2 =16

Losungsweg

Statt des Abstands konnen wir auch das Quadrat des Abstands minimieren. Das Abstandsquadrat
eines Punktes (x,y) zum Ursprung ist

XA2+yA2,
Wir gehen nach der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren vor und schreiben die Ausgangs-
funktion daher

mp= FIX_y, y_, la_] ¢=x"2+y”r2+ lambda * (X"2+Xy + yh2 —16)

Wir losen das Gleichungssystem, das sich aus den drei ersten partiellen Ableitungen nach x, y, und
lambda ergibt.

nr-= MySolution = Solve[{
D[F[x, y, Lambda], x] == 0,
D[F[x, Yy, Lambda], y] == 0,
D[F[x, Yy, Lambda], lambda] == 0},
{x, y, lambda}]
our)- {{x > -4,y -4, lambda > -2}, {x > 4, y > -4, lambda - -2},

{x»fi,yafi,lambdaafz}, {xai,y»i, lambda»—z}}

NEY NEY 3 V33 3
Die Funktionswerte an den Losungspunkten sind
= XA2+yA2 /. MySolution
32 32
out[+]= {32, 32, —, 7}
3 3
Der Abstand wird also an den beiden zweitgenannten Punkten minimal.

n-= Abstand = Sqrt[xA2+y”*2 /. MySolution]

2 2
our- {42,442, 4 §’4 ;}
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Wir verschaffen uns ein Bild der Fragestellung und der Losung:

= << Graphics ImplicitPlot’
Get: Cannot open Graphics’ImplicitPlot".

our-- $Failed

= ImplicitPlot[xA2+ Xy +y*2==6, {x, -4, 4}]
Outf+]= Imp‘L‘iC‘itP'Lot[x2 +Xy+y?=6, {x, -4, 4}]
Aus der Lage der Ellipse ist klar, dass die Extremwerte jeweils diagonal liegende Punkte sind.

= ClearAll["Global %"];

4.35

Die Temperatur einer rechteckigen Platte mit den Randern x=% 1, y=% 2 ist gegeben durch
T=x*-4y? +y-5.

Finden Sie die heiflesten und kaltesten Punkte.

Losungsweg
Esistalso
= TIX_, y_1=x* - 4y* +y-5;

Wir wollen uns zuerst eine Vorstellung liber die Warmeverteilung machen:
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= MyCol[c_] = Hue[(1-c) *»0.75];
ContourPlot[T[x, y], {x, -1, 1}, {y, -2, 2},
Contours -> 20, ColorFunction -> MyCol,

AspectRatio -> 2]

Outf#]=

—1.0‘ - ‘-0.5‘ - ‘0.0‘ - ‘0.5‘ - ‘1.0
Mittels Differenziation bekommen wir die lokalen Extrema:

mp= DIT[X, Y], X] ==
DIT[x, y], y] ==

ou-j= 2 X =0

ouf-= 1 -8y =
Die beiden Gleichungen verschwinden simultan bei (x,y)=(0, 1/8), die zweiten Ableitungen sind dort:
Tux =2, Tyy=0, Tyy=-8,
und daher handelt es sich um einen Sattelpunkt, wie wir es auch anhand der Skizze leicht sehen.

Wir untersuchen nun die Rander:

(x=-1): T[-1,y]=-4+y-4y?

= D[T[=1, Y1, Y]
ouf-= 1 -8y
me1= DIT[-1, y1, {y, 2}]

ouf-j= -8

Wir finden ein Maximum bei (x,y)=(-1,1/8) mit der Temperatur
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In[*]:=

Outf#]=

Inf]:=

Out[+]=

In[*]:=

Outf#]=

Inf*]:=

Outf+]=

Infe]:=

Out[+]=

In[*]:=

Out[+]=

Infe]:=

Out[]=

In[*]:=

Out[+]=

In[e]:=

Out[+]=

T[-1,1/8]

63

16

T[1, vyl
—4+y-4y?

(x=1): T[1,y]=-4+y-4y*=T[-1,Y]
Wir finden ein weiteres Maximum bei (x,y)=(1,1/8) mit der Temperatur

T[1, 1/8]

63

16

T[x, 2]
-19 + x?

(y=-2): T[x, -2] =-23+x>

DIT[x, -2], x]
2 X

DIT[x, -2], {x, 2}]
2

Wir finden ein Minimum bei (x,y)=(0,-2) mit der Temperatur

T[O, -2]
-23

(y=2): T[x,2] =-19+x?

D[T[x, 2], x]
2 X

DIT[x, 2], {x, 2}]
2

Wir finden ein weiteres Minimum bei (x,y)=(0,2) mit der Temperatur
T[0,2]

-19

SchlieRlich Gberpriifen wir noch die 4 Eckpunkte:

T[_ly_z]

-22
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T[1,-2]

-22

T[‘l,Z]

-18

T[1,2]
-18

Der globale Maximalwert -63/16 wird also bei beiden Punkten (x,y)=(+1,1/8) angenommen,
wahrend der kalteste Punkt mit einer Temperatur von -23 bei (0,-2) liegt.

;= ClearAll["Global %"];

4.36

Ein Reiter soll moglichst schnell von A nach B (den diagonal entgegengesetzt liegenden Ecken eines
Rechtecks) gelangen und muss dabei durch Sumpf (untere Halfte) und tber eine Steppe (obere
Halfte). Seine Geschwindigkeit im Sumpf betragt v=a, in der Steppe v=b (b>a). Zeigen Sie, dass die
optimale Losung dem Gesetz der Lichtbrechung folgt:

[sin(3-9)| a

sin (58] [ b

Berechnen Sie mit numerischen Methoden die Position des Grenzpunktes X fiir A=(0, 0),
B=(1000,1000), b=2a=5 m/s.

Losungsweg

Wir nennen (vgl. Skizze im Buch) den Ubergangspunkt zwischen Sumpf und Steppe X. Der Winkel
des Weges AX zur waagrechten Trennlinie zwischen Sumpf und Steppe sei @, der zwischen der
Strecke XB und der Trennlinie sei G.

Die Strecke besteht dann aus den beiden Teilen AX und XB und die Gesamtdauer der Uberquerung
ist

T=|AX|/a+|XB|/b
Wir wahlen die Koordinaten fuir A=(0,0) und fiir B=(c,d).

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir unsere Einheiten so wahlen, dass die Breite der
beiden Streifen (Sumpf und Steppe) je 1 ist, die Lange sei d. Wie man leicht aus einer Skizze sehen
kann, sind die Koordinaten fiir X daher

X= (1, cota)
Gleichzeitig gilt
cotpB =d- cota.

Die Gesamtzeit ist also
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1
T=—+/1+ (cota)? +E\/1+ (d- cota)?
a

Wir minimieren also die Funktion

o= flal = l\/1+Cot[oz]2 +%\/1+ (d—Cot[a])z H
a

Wir fordern, dass die Ableitung verschwindet:

mp= D[fla]l, a] == 0O

(d-Cot[a]l) Csc[a]? Cot[a] Cscla]?
Oout[*]= - ==

b~/1+(d-Cotla])? a./1+Cotlal?

Beachten Sie: Csc[x]=1/Sin[x]; Da Csc(x) sicher nicht verschwinden kann, l6sen wir diese Gleichung
auf:
(d - Cot[a]) Cot[a]

bvV1l+ (d-Cot[a])2 a+/1+Cotl[a]?
Keine der beiden Wurzelausdriicke kann verschwinden, da es sich ja um die Zeiten handelt, die

man zur Querung bendtigt, Wir kdnnen also mit den Wurzelausdriicken erweitern und dann
quadrieren.

Wenn wir hier wieder mittels
d-Cot[a] = Cot[B]
den Winkel Bins Spiel bringen, ergibt sich

1
b 1+ —
\/ (d-Cot[a])?

Cos[a]?2+Sin[a]? bJ Cos[B]2+Sin[B]2

Cos [f]2
a B b
Cos[a]  Cos[p]
a B b
sin[Z-a]  Sin[Z-g]

Dabei haben wir die Positivitat von Cos[a] und Cos[f] vorausgesetzt. Diese ist sicher erfiillt, da die
Winkel nur Werte zwischen 0 und 71/2 annehmen. Es ergibt sich schliefilich das bekannte Gesetz:

S'in[gfo(} a

sin[2-p] ©-
Numerische Beispiel:
Es ist laut Angabe a/b=0.5 und wir suchen daher die Losung der Gleichung

S'in[g—oc] - 0.5 Sin{g—ﬁ}



Infe]:=

Out[*]=

Infe]:=

Outf#]=

In[¢]:=

Out[«]=

- Cos[B] =2 Cos[a]

Gleichzeitig soll aber

C c
—cota+ —cotB=d
2 2
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gelten (die Summe der Abschnitte von X zum linken und zu rechten Rand=d), oder, mit den

Angaben c=d=1000:
cota+cotfB=2

Wir bilden zur Losung

Cos[a] Cos ] )
V1-Cos[a]? +/1-Cos[B]?
und setzen  Cos[B]=2 Cos[a] ein.
Cos[a] 2 Cos[a] 5

V1-Cos[a]?2 +1-4Cos[a]?
Schon hier kdnnte man eine numerische Losung suchen:

NSo'Lve[ Cos[a] . 2 Cos[a] . 2]

\/1—Cos[oz]2 \/1—4Cos[oz]2
{{a > ConditionalExpression[1. (-1.13823+6.28319 ¢}, c; € Z|},
{a > ConditionalExpression|[1. (1.13823 +6.28319 ¢, c1 € Z]}}

Wir wollen die Gleichung aber noch umformen, um auf einen numerisch noch einfache zu behandel-

nden Ausdruck (ein Polynom) zu kommen.

Da 0O<a<r1/2 (d>0!) gilt, folgt

Cos[a] n/1-4Cos[a]? +2 Cos[a]/1-Cos[a —2\/1 Cos| \/l 4 Cos[a]?

Quadrieren ergibt

5Cos[a]?-8Cos[a]*+4Cos]| \/l 4 Cos| \/l Cos| =
4-20Cos[a]?+16Cos[al?

und weiter

-4 +25Cos[a]?-24Cos[a]*=-4Cos[a Jl 4 Cos| \/l Cos|

Noch einmal miissen wir quadrieren und erhalten schlieflich ein Polynom in Cos[a]2:

16 - 200 Cos[a]2 + 801 Cos[a]%-1120 Cos[a]® + 512 Cos[a]®

NSolve [16 -200w? +801w*-1120w® + 512 w8 == o]

{{w> -0.949987 - 0.0681508 i}, {w—> -0.949987 + 0.0681508 1},
(W -0.464872}, {w— -0.419206}, {w > 0.419206}, {w > 0.464872},
(W 0.949987 - 0.0681508 i}, {w - 0.949987 + 0.0681508 i} }

Die einzige Losung im zuldssigen reellen Intervall ist
w-»0.419205838150095733"

a = ArcCos[0.419205838150095733 "]
1.13823
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Die x-Koordinate von X lautete daher
i~ Abschnitt = Cot[a] * 1000 /2
out-j- 230.868

Der Punkt X hat damit die Koordinaten (231,500).
- N[124 /255]

ou-= 0.486275

1= Show[Graphics[{{RGBColor[0.65, 0.15, 0.15], Rectangle[{0, O}, {1000, 500}],
RGBColor[0., 0.9, 0.5], Rectangle[{0, 500}, {1000, 1000}]1},
AbsolutePointSize[6], Point[{0, 0}], Line[{{0, 0}, {231, 500}}],
Line[{{231, 500}, {1000, 1000}}], Point[{231, 500}], Point[{1000, 1000}]}]]

Out[+]=

;= ClearAll["Global %"];

4.37

Sei die Ladungsverteilung auf der Kugel x? + y? + 72 =12 gegeben durch g=x y z. Finden Sie jene
Punkte auf der Kugeloberflache, fiir die g am groRten ist.

Losungsweg

Wir wollen g maximieren, wobei die Oberflachengleichung die Nebenbedingung darstellt. Wir
gehen nach der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren vor und definieren die Funktion

n= FIX_y Y_s Z_ya_l =xyz +a(x?+y?+2°-12);

Wir berechnen alle 4 ersten Ableitungen und setzen sie null:
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m)= AX = D[F[Xx, Y, Z, @], X] == 0

ouf-l=2ax+yz=0

= Ay = D[F[x, y, z, a], y] == 0
ouf-l=2ay+xz=0

m-1= Az = D[F[X, Y, Z, @], 2] == 0

ouf-l= Xy+2az=0

m-)= Aa =D[F[x, Yy, Zz, @a]l, @] == 0

ouf = =12+ x%+y2+ 2% =0

mn-- Solve[{Aa, Ax, Ay, Az}]

Outf+]= {{ael,xa—z,ye—2,2+—2}, {a--1,x-2,y>-2,z--2},
{fa--1,x->-2,y>-2,z-2},{a->1,x>2,y>-2,z2->2},
{ae@,xa—Zﬁ,yeO,zaO}, {ae@,xa2\/?,y90,2e0},
{aﬁO,X%O,y%O,ZA—Z\/?}, {a%O,X%O,yAO,Z%Zﬁ},
{fa->-1,x->-2,y->2,z--2},{a->1,x>2,y->2,z2->-2},
{fa-1,x>-2,y>2,z->2},{a->-1,x>2,y->2,z2->2},
{ae@,xa@,ye—Zx/?,zeO}, {an,x—>O,y+2\/?,Z—>0}}

Die ersten drei Gleichungen, jeweils mit x, y oder z multipliziert, ergeben - aufsummiert - die
Gleichung
mi-2a (x> +y*+2°) +3xyz =0
out-]-= ©
aus der wir, unter Bertuicksichtigung der vierten Gleichung, die Beziehung
a=-xyz /8
erhalten. Diese, in die 1. Gleichung eingesetzt, ergibt
2ax+yz==0
5 -x’yz /4+yz=0
> y=0oder z=0 oder x?=4 - x=+2 (1)
Entsprechendes ergibt sich bei Einsetzen in die 2. und 3. Gleichung.
> x=0o0der z=0 oder y2=4 5 y=+2 (2)
> x=0oder y=0 oder z2=4 - z=4+2 (3)
Nun sollten wir alle Falle untersuchen, also:
x*=4 (1) > ( z=0 (2) > y*=8 (Aa))
und so weiter. Aus Symmteriegriinden finden wir also die Losungen
(x2, y?, 72) = (4,4,4)und Permutationenvon (0, 4, 8).

Die Werte von (x,y,z) sind entsprechend Permutationen von
(£2,%2,+£2)und (0, £2, £2 \/?), mit den Wertenvonq=%8undO0.

Das Maximum g =8 wird also bei folgenden vier Punkten angenommen :

(X,Y:Z) = (212,2): (21'2"2): ('212"2): ('2:'2,2)
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Mit Mathematica lautet die Rechnung

n-}= Losungen = Solve[{Ax, Ay, Az, Aa}]

Outf+]= {{a%l,xe—2,ye—2,ze—2}, {a-»>-1,x->-2,y->-2,z->2},
fa--1,x->-2,y-2,z-5-2},{a-»1l,x->-2,y->2,z2-2},
{a»@,x»@,ye@,za—Zx/?}, {ae@,xe@,ye@,za2\/?},
{ae@,xe@,ye—Zx/?,ze@}, {an,er,yeZ\/?,zeﬁ)},
fa--1,x-2,y-»>-2,z--2},{a-»1,x->2,y—->-2,z2-2},
fa-1,x-2,y-2,z--2},{a-»-1,x-2,y->2,z-2},
{a»@,x»—2\/?,ya0,za0}, {a»O,va\/?,y»O,zeo}}

mn-1- Werte = xyz /. Ldsungen
ou - {-8,8,8,-8,0,0,0,0,8,-8,-8,8,0, 0}
Das bestatigt unsere Rechnung von oben.
Wie sieht diese Ladungsverteilung auf der Kugelflache eigentlich aus?
Wir zeichnen die Ladungsdichtefunktion
q(x,y,z2)=xyz~Cos[p] Sin[p] Sin[t]? Cos[t]

auf der Kugeloberflache und deuten die Werte durch die Farbverteilung an (heil3: rot, kalt= blau).
Die entsprechende Funktion verwendet Kugelkoordinaten (vgl. Anhang A) zur Darstellung.

m-j= R=Sqrt[12];
ParametricPlot3D][
{RCos[p] Sin[t], RSin[p] Sin[t], RCos[t]}, {p, ©®, 2Pi}, {t, @, Pi},
ColorFunction » Function[{x, y, 2z}, Hue[0.7 (1+ xy z)]],
PlotPoints -> {30, 30}, ViewPoint -> {0.712, -0.785, 3.214}]

Out[]=




Infe]:=

ClearAll["Global *"];

4.38

In[¢]:=

In[«]:=

Outf+]=

Out[#]=

In[#]:=

Out[*]=

In[¢]:=

Out[«]=

In[¢]:=

Out[«]=

In[«]:=
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Die Ergebnisse optischer Messungen der Entfernung eines UFOs von einer Radarstation aus haben
zu den Zeitpunkten t=0, 1 s, 2 s eine Distanz von 0.5, 2.0 und 4.0 Erdradien ergeben. Man nimmt an,

dass die Entfernungy linear von der Zeit abhangt, das UFO hatte also eine konstante

Geschwindigkeit y=v t +b. Bestimmen Sie v und b, sodass die Summe der Quadrate der Abweichun-

gen von den gemessenen Werten, also

(0.5 —y (t=0))22 + (2.0 —y (t=1))A2
+ (4.0 -y (t=2))"2

ein Minimum wird.

Losungsweg

Man nimmt an, die Geschwindigkeit hatte die Form
y[t_1= vt + bj

Es ergibt sich die zu minimierende Funktion zu

S[Vv_, b_1=(0.5-y[0])"2+ (2-y[1])"2
+(4—y[2])"2
(0.5-b)%+ (2-b-v)?

(4-—b—-2v)2

Simplify[S[v, b]]
(—®.5+b)2+ (—2+b+v)2

Das Minimum folgt aus den beiden partiellen, ersten Ableitungen nach den Parametern b und v:

Solve[{
D[S[V, b], v] == 0,
D[S[v, b], b] == 0},
{v, b}1
{{v>1.5,b->0.5}}

Mathematica hat hier einen numerischen Wert angegeben, der aber auch durch einen Bruch

ausdruckbar ist:

N[5 / 12]

0.416667

Damit haben wir das Ergebnis: v=7/3, b=5/12.

ClearAll["Global *"];

4.39

Stellen Sie die Temperaturverteilung einer rechteckigen Platte
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In[¢]:=

In[*]:=

Out[+]=

Inf]:=

Outf#]=

Infe]:=

Outf#]=

T@O<x<5,0=<y=<6)=x"2y/2-xy"2/4+200

durch Isothermen (Linien gleicher Temperatur) graphisch dar. Wo ist der
kalteste Punkt und wo der warmste? Wie verlauft die analytische Rechnung?

Losungsweg
TIX_, y_1=x"2y/2 - xy*2/4 +200;
Zuerst verschaffen wir uns einen Uberblick iber die Temperaturverteilung:

ContourPlot[T[x, y], {x, 06, 5}, {y, 0, 6},
Contours -> 20, ColorFunction -> Hue]

[<2]

w
T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T ]

! ! ! !
1 2 3 4

o
(%))

Nun die analytische Rechnung, im Inneren und am Rand.
Inneres:

Dort kann man etwaige Extremalwerte durch Differenziation bestimmen.

Solve[{
D[T[x, y], x] ==0,
D[T[x, y], y] == 0},
{x, y}1]
{{x>0,y->0}, {x>0,y->0}}

Tx, ¥yl /.%
(200, 200}

Es handelt sich also nur um einen Extremalpunkt.

Nun untersuchen wir die Rander.

Oberer Rand:



Infe]:=

Out[#]=

Infe]:=

Out[]=

Out[«]=

In[¢]:=

Out[+]=

In[#]:=

Out[*]=

In[¢]:=

Out[*]=

Out[*]=

In[¢]:=

Out[«]=

In[]:=

Out[#]=

In[]:=

Out[#]=

In[]:=

Out[#]=

In[]:=

Out[#]=

T[x, 6]
200 -9 x + 3 x?
Solve[D[T[x, 6], x] == 0, x]

N[T[x, 6]] /. %
3

{x-> "1}

2
{193.25}
Unterer Rand
T[x, 0]

200

Hier ist die Temperatur konstant.
Rechter Rand
T[5, vyl
25y 5y?
2 4

200 +

Solve[D[T[5, y], y] == 0, y]
N[T[5, yI1/.%

{{y »5}}

{231.25}
Linker Rand

T[O, y]
200

Auch hier ist die Temperatur konstant.

Ecken
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An drei der Ecken wird die Temperatur den Wert 200 haben, da sie ja am oberen und linken Rand

diesen Wert hat.
T[O, O]

200

T[O, 6]
200

T[S, 0]
200

T[S, 6]
230
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Wir fassen zusammen: Der warmste Punkt liegt bei (5,5) mit T=231.25 Grad, der kalteste bei (1.5,6)
mit T=193.25 Grad.

mn-;= ClearAll["Global %"];



